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Aufgabe 13.1

Geben Sie für die Formelmenge

Φ =


∀x∃yE(x, y)
∀x ¬E(x, x)
∀x∀y (E(x, y) → E(y, x))
∀x∀y (E(x, y) → ((R(x) ∧B(y)) ∨ (B(x) ∧R(y))))


a. eine endliche Struktur A = (A, J·KA) an, die Φ erfüllt,

b. eine unendliche Struktur B = (B, J·KB) an, die Φ erfüllt und

c. eine Struktur C an, die Φ nicht erfüllt.

d. Hat die Formelmenge Φ ein Modell mit einem Universum aus genau drei Elementen?

(Begründungen nicht vergessen.)

Aufgabe 13.2

Geben Sie für jede der folgenden Teilaufgaben einen erfüllbaren Satz φi ∈ FOL(Σi) über der jeweils
gegebenen Signatur Σi an, so dass für alle Σi-Strukturen S = (S, J·KS) ∈ Mod(φi) gilt

a. |S| ≥ 3 mit Σ1 = (∅,ΣR1) mit ΣR1 = {(=, 2)}

b. |S| ≥ 3 mit Σ2 = (∅,ΣR2) mit ΣR2 = {(P, 1), (Q, 1)}

c. |S| ≥ 3 mit Σ3 = (∅,ΣR3) mit ΣR3 = {(R, 2))}

d. |S| ≤ 3 mit Σ1

e. |S| = 3 mit einer beliebigen Signatur Σ

Aufgabe 13.3

Mit den Symbolen der Signatur Σ = (ΣF ,ΣR) mit ΣF = ∅ und ΣR = {(E, 2), (=, 2)} lassen sich
Eigenschaften gerichteter und ungerichteter Graphen beschreiben. E repräsentiert die Kantenrelation
und = die Identität der Knoten des Graphen.
Geben Sie für jede der folgenden Mengen von Graphen einen Satz aus FOL(Σ,X) mit einer geeigneten
Menge X an, für welche genau alle Graphen dieser Mengen Modelle sind:

a. Menge aller Graphen ohne Kanten,

b. Menge aller ungerichteten Graphen ohne Schlingen,

c. Menge aller vollständigen ungerichteten Graphen ohne Schlingen,

d. Menge aller gerichteten Graphen mit wenigstens drei Knoten,

e. Menge aller ungerichteten schlingenfreien Graphen, die einen C3 als Teilgraphen enthalten,

f. Menge aller ungerichteten schlingenfreien Graphen, die eine Clique der Größe 4 als Teilgraphen
enthalten,

g. Menge aller ungerichteten schlingenfreien Graphen, die einen P4 als induzierten Teilgraphen
enthalten.
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Aufgabe 13.4

Zeigen Sie (durch Anwendung der Definition der Semantik der Quantoren), dass gilt:

∀xP (x) ≡ ∀yP (y)
P (y) ∧ ∃xP (x) ≡ ∃x(P (x) ∧ P (y))

∀xR(x, y) ̸≡ ∀yR(y, y)

Aufgabe 13.5

Zeigen Sie durch äquivalente Umformungen (Anwendung der Äquivalenzen aus der vorigen Aufgabe
und der Vorlesung), dass die folgenden Formeln äquivalent sind:

φ = ¬∀x∃y(P (y, x) ∨ ∃z¬R(x, z))
ψ = ∃x∀v∀z(¬P (v, x) ∧R(x, z))

Aufgabe 13.6

a. Zeigen Sie, dass für je zwei Formelmengen Φ ⊆ FOL(Σ,X) und Ψ ⊆ FOL(Σ,X) mit Φ ⊆ Ψ
immer Mod(Φ) ⊇ Mod(Ψ) gilt.

b. Zeigen Sie durch ein Gegenbeispiel, dass die Umkehrung dieser Aussage
(aus Mod(Φ) ⊇ Mod(Ψ) folgt Φ ⊆ Ψ) nicht gilt.

Übungsaufgaben, Folien und weitere Hinweise zur Vorlesung finden Sie online unter

https://informatik.htwk-leipzig.de/schwarz/lehre/ws25/modellierung
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