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Informatik

Informatik Lehre von der symbolischen Darstellung und Verarbeitung
von Information durch Algorithmen

Teilgebiete der Informatik:

theoretisch ~ » Sprachen zur Formulierung von Information und
Algorithmen,
» Moglichkeiten und Grenzen
der Berechenbarkeit durch Algorithmen,
» Grundlagen fiir technische und praktische
(und angewandte) Informatik

technisch ~ » maschinelle Darstellung von Information
» Mittel zur Ausfiihrung von Algorithmen
(Rechnerarchitektur, Hardware-Entwurf, Netzwerk, .. .)

praktisch Entwurf und Implementierung von Algorithmen
(Betriebssysteme, Compilerbau, SE, ...)

angewandt Anwendung von Algorithmen
(Text- und Bildverarbeitung, Datenbanken, Kl, Medizin-,
Bio-, Wirtschafts-, Medien-Informatik, .. .)



Beispiel Miinzenspiel

Spielfeld:
(unendlich viele) Stapel von Miinzen nebeneinander

@

1. Zu Beginn liegen 5 Miinzen auf einem Stapel, alle anderen
Stapel sind leer.

2. In jedem Zug werden zwei Miinzen von einem Stapel
(auf dem wenigstens zwei Miinzen liegen) genommen und eine
davon auf den rechten, die andere auf den linken
Nachbarstapel gelegt.

3. Das Spiel ist zuende, wenn kein Zug mehr mdglich ist.



Miinzenspiel: Fragen

» In welchen Spielzustdnden sind keine Ziige moglich?
» Welche Zustande sind aus dem Startzustand erreichbar?

> Wieviele Ziige kénnen (mindestens / hochstens) gespielt
werden, bis kein Zug mehr moglich ist?

Miinzenspiel fiir zwei Personen mit den zusatzlichen Regeln:
4. Beide Spieler ziehen abwechselnd.

5. Wer am Zug ist, wenn kein Zug mehr moglich ist, verliert.
(Der andere gewinnt.)

» Kann der Spieler, der den ersten Zug macht, gewinnen?
» Wie kann der Spieler, der den ersten Zug macht, gewinnen?
» Gewinnt immer der Spieler, der den ersten Zug macht?
» (Wie) Hangt das von der Anzahl der Miinzen zu Beginn ab?



Modellierung des Miinzenspiels: Zustande

Neloleoe oleleleon

Zustand (Konfiguration): Momentaufnahme des Spielfeldes

vor oder nach einem (vollstandigen) Spielzug
formale (maschinenlesbare) Modellierung eines Spielzustandes, z.B. durch

» Folge von Stapeln (Folgen) von Miinzen verschiedener Werte, z.B.
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5 oder ...7 5 |20‘7

> Folge natiirlicher Zahlen (Anzahlen der Miinzen je Stapel),
zB.[...,0,5,0,...] oder[...,0,1,3,1,0,..]

» endliche Folge natiirlicher Zahlen (nur relevanter Bereich),
z.B. [5] oder [1, 3, 1] oder [0,5,0] oder [0,1,3,1,0]
Abstraktion von Art und Anzahl der Objekte
ermdglicht einfache Ubertragung auf dhnliche Aufgaben



Modellierung des Miinzenspiels: Ablauf

Modellierung aller moglichen Uberginge zwischen Zustinden
z.B. als
» formale Darstellung der Spielregeln als (beidseitig unendliche)
Folge mit den Positionen Z =[...,—2,-1,0,1,2,.. ]
Startzustand : [...,0,5,0.. ]
Spielzug: Ersetzung einer Teilfolge des Zustandes der
Form [x,y + 2, z] durch [x + 1,y,z + 1]
Regel: [x,y +2,z] = [x+1,y,z + 1]
Spielende , wenn jedes Element der Folge < 2
(kein Zug mehr moglich)

» formale (graphische) Darstellung aller mdglichen Spielablaufe

Modellierung des Verlaufes eines Spieles z.B. als
> Weg im Spielgraphen
> (giiltige) Folge von Positionen in Z,
an der die (hier einzige) Regel angewendet wurde



Modelle

Modelle sind Abstraktionen (Vereinfachungen)
realer Dinge, Eigenschaften, Beziehungen, Vorgange

» Auswahl der (fiir den Anwendungsbereich, zur Probleml6sung)
wichtigen Informationen

» Vernachlassigung unwichtiger Details
Beispiele:
» Spielzustinde im Miinzspiel:
wichtig: lineare Anordnung der Positionen (Spielfeld),

Zuordnung von (Miinz-)Anzahlen zu Positionen,
unwichtig: Art und Werte der Miinzen, Abstiande der Stapel, ...

» Liniennetzplan
wichtig: Stationen, Verbindungen zwischen Stationen,

Art der Verbindung (z.B. Liniennummer)
unwichtig: genaue Linienfiihrung, aktuelle Verspatungen,

Baustellen,. ..
» Grundriss, Stundenplan, Ablaufplan, Kostenplan
» Holzmodell eines Gebdudes, Modellfahrzeug

Art der Modelle abhangig von Problembereich und geplanter Verwendung



Prozess beim Ldsen von Aufgaben (Problemen)

Analyse der (informalen) Aufgabe, Identifikation von
» Aufgabenbereich (Kontext)
> Frage (Typ, mégliche Werte, Eigenschaften der
Eingabedaten)
» gewiinschte Losung (Ausgabe: Typ, Eigenschaften,
Zusammenhang mit Eingabe)
Modellierung (Abstraktion und formale Darstellung) von
» Aufgabenbereich (Kontext)
» Anforderungen an Eingaben
» Anforderungen an Losungen
Modellierung von Daten
und deren Eigenschaften und Beziehungen zueinander
Entwurf einer Lésungsstrategie fiir die modellierte Aufgabe
(mit vorhandenen oder neuen Methoden)
Modellierung von Abldufen und deren Eigenschaften
Umsetzung der Losungsstrategie im Modellbereich
Ausfiihrung der Losungsstrategie im Modellbereich

Ubertragung der Lésung vom Modellbereich in die Realitat



Formalisierung: Syntax und Semantik

algorithmische (maschinelle) Verarbeitung von Information
erfordert geeignete Darstellung der Information

» Formalismus (Kalkiil):
formale Sprache, Maschinen-( und Menschen-)lesbar

» eindeutige Zuordnung einer Bedeutung zu den Elementen des
Formalismus

Semantik (Bedeutung)
Was wird dargestellt?

Syntax (Darstellungsform)
Wie wird es dargestellt?
(meist viele verschiedene Moglichkeiten)

Beispiel: Miinzspiel



Formale Methoden

Abstraktion von unwichtigen Details
(Entwicklung und Verwendung von Modellen)

Prazisierung der relevanten Aussagen
(eindeutige Semantik)

Systematisches Losen (auch maschinell) von formal dargestellten
Problemen maoglich

Struktureigenschaften formaler Beschreibungen
Schlussweisen unabhingig von Bedeutung der

Aussagen



Aus der Modulbeschreibung

Modul C114 Modellierung (8 ECTS-Punkte)

Arbeitsaufwand: Prasenzzeit 6 SWS =4 SWSV + 2 SWS S

Lernziele:

Selbststudienzeit 156 h

Die Studierenden kénnen mathematische und
logische Grundkonzepte zur Modellierung praktischer
Aufgabenstellungen anwenden.

Sie kénnen Anforderungen an Software und Systeme
formal beschreiben und wissen, dass deren
Korrektheit mit formalen Methoden nachweisbar ist.
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Inhalt der Lehrveranstaltung Modellierung
Einfiihrung in formale Beschreibungsverfahren in der Informatik
Modellierung von
Aussagen durch aussagenlogische Formeln
Daten durch

> Mengen
» Worter (Folgen) und Sprachen
> Terme

Zusammenhidngen (Beziehungen) durch

» Relationen

» Graphen

» Strukturen

» Abstrakte Datentypen

Abldufen durch Zustandiibergangssysteme

Eigenschaften, Anforderungen (fiir Daten und Systeme) durch
Formeln der Pradikatenlogik (der ersten Stufe)
(Ausblick in nichtklassische Logiken)
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Lernziele (und Nebenwirkungen)

> Fahigkeit zur Abstraktion

» Verstdndnis der grundlegenden Modellierungs-Formalismen der
Informatik:
Logik, Mengen, Relationen, Graphen, Terme, Strukturen,
Datentypen

» anwendungsbereite Kenntnisse zur Modellbildung

» Zusammenhidnge zu anderen Gebieten der Informatik und zur
Mathematik

12



Literatur

Folien zur Vorlesung, jeweils nach der Vorlesung verdffentlicht
https:
//informatik.htwk-leipzig.de/schwarz/lehre/ws25/modellierung

empfohlene Biicher:
» zur Modellierung:

» Uwe Kastens, Hans Kleine Biining:
Modellierung - Grundlagen und formale Methoden,
Hanser 2008

> zur Logik

» Michael Huth, Mark Ryan: Logic in Computer Science,
Cambridge University Press 2010

» Uwe Schoning: Logik fiir Informatiker, Spektrum, 1995

» Martin Kreuzer, Stefan Kiihling: Logik fiir Informatiker,
Pearson Studium, 2006
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Organisation der Lehrveranstaltung
Folien, Ubungsserien, Termine, Anderungen, ... unter https:
//informatik.htwk-leipzig.de/schwarz/lehre/ws25/modellierung
Prasenzstudium 6 SWS
Lehrveranstaltungen fiir jeden Studenten:
Vorlesung jeden Donnerstag und Freitag (4SWS)
Seminar (5 Gruppen) Montag bis Mittwoch (2SWS)
Gaste, Wiederholer (vor JG 25): mit MIB-Gruppen
> Besprechung der Ubungsserien (Vorrechnen)
» Fragen zum aktuellen Vorlesungsinhalt
Selbststudium: (incl. PV) 156 h ~ 10 h/Woche
Vor- und Nachbereitung der Vorlesungen anhand
Folien und angegebener Literatur
Ubungsaufgaben zu jeder Vorlesung (wochentlich einzusenden)
klar, iberschaubar, Feedback
schriftliche Ubungsserien (vor Donnerstag)
praktische Aufgaben im Autotool (vor Montag)

Literaturstudium ergédnzend, Beitrag zur Lésung der Aufgaben
14
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Selbstudium

Vor- und Nachbereitung jeder Lehrveranstaltung
(Vorlesung, Seminar, Praktikum, ...)
Unterlagen zu den Lehrveranstaltungen (Folien, eigene Notizen)
durcharbeiten
(enthalten auch zum Lésen der Ubungsaufgaben
notwendige Definitionen, Herleitungen, Beispiele, .. .)
Ubungsaufgaben regelmiBig und rechtzeitig |sen,
(Aufgaben vom Typ der) Ubungsaufgaben gehéren
zum Inhalt des Moduls und werden gepriift
Fachliteratur benutzen (z.B. Biicher, E-Books in Bibliothek),
enthalten Erklarungen, zusatzliche Ubungsaufgaben
(Internet-Quellen sind oft unzuverl3ssig)

Lerngruppen bilden und gemeinsam lernen und Aufgaben I6sen

Nachfragen bei Dozenten (E-Mail, Sprechzeit, nach der
Lehrveranstaltung,. .. ), Mitstudenten, &lteren
Studenten, Fachschaft, ...

15



Schriftliche Ubungsaufgaben (Ubungsserien)

» gestellt jeweils am Donnerstag
(Aufgaben zu den Vorlesungen am Donnerstag und Freitag)

» Losungen bis zum folgenden Mittwoch ausschlieBlich online iiber
OPAL einzusenden (wie in der Einfiihrungswoche erklart)
genau eine pdf-Datei je Aufgabe, Dateiname serieX-aufgY-Z.pdf
fiir Losung zu Aufgabe Y von Ubungsserie X vom den Studierenden
mit Familiennamen Z,

» Ldsung in Gruppen aus < 3 Studierenden zul3ssig (und empfohlen),
Namen aller Mitglieder der Gruppe oben auf der Ldsung vermerken,
jedes Gruppenmitglied sendet die (gemeinsame) Lésung zu Opal
Dateiname serieX-aufgY-Z1-Z2-Z3.pdf

» Bewertung bis zum folgenden Sonntag
(0: falsch, 1: iiberwiegend richtig, 2: korrekt)
» Besprechung in der darauffolgenden Ubung
Vortrage (Vorrechnen) zu den Aufgabenldsungen
Ubungsserien auch unter https:
//informatik.htwk-leipzig.de/schwarz/lehre/ws25/modellierung

Nicht im Opal-Kurs eingesendete Losungen werden nicht gewertet. "


https://informatik.htwk-leipzig.de/schwarz/lehre/ws25/modellierung
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Seminar (Ubungen)

Lernziele bei der Bearbeitung der Ubungsaufgaben:

» Nachbereitung der letzten Vorlesung anhand
der Vorlesungsfolien und Literatur (z.B. der angegebenen)

» Vorbereitung der ndchsten Vorlesung

» Vorbereitung der Seminarvortrige zu jeder Aufgabe

Seminar (Ubungen):

» Besprechung der Losungen der schriftlichen Ubungsaufgaben,
Vorrechnen zur Priifungszulassung

> Fragen zum aktuellen Vorlesungsstoff und zu den neuen
schriftlichen und praktischen Ubungsaufgaben

» in jede Ubung mitbringen: (alles sofort les- und auffindbar)
alle bisherigen Vorlesungsfolien und eigene Notizen dazu,
Ubungsserien und eigene Losungen

17



Praktische Hausaufgaben — Autotool

https://autotool.imn.htwk-leipzig.de/new
(Einfiihrung am vergangenen Donnerstag)

einmal zu Beginn:
» Anmeldung iiber Shibboleth (HRZ-Login)

» Click ,,E_inschreibung“,
eigene Ubungsgruppe auswahlen

jedes Mal:
» Anmeldung iiber Shibboleth (HRZ-Login)
» Aufgabe ansehen (Click , Bearbeiten*)

» Aufgabe losen (meist mit Stift, Papier, Folien, Literatur),
Losung in Textfeld eintragen,
Click ,, Textfeld absenden*

» Autotool-Antwort lesen und verstehen !

18
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Priifung

Zulassungsvoraussetzungen (Priifungsvorleistungen):
regelmaBige erfolgreiche Lésung der Ubungsaufgaben,
also alle folgenden drei Bedingungen:
» rechtzeitige Einsendung von richtigen Losungen
(mit wenigstens 1 Punkt bewertet) zu wenigstens 70% aller
gestellten schriftlichen Ubungsaufgaben (OPAL)
» Prasentation: mindestens drei Vortrage in den Seminaren
(richtiges ,,Vorrechnen" der Lésungen)
je einmal bis Ende November, Dezember und Januar

» 50% aller Punkte fiir praktische Pflichtaufgaben (Autotool)
Priifung: Klausur 120 min

Aufgabentypen aus den Ubungsserien

einziges zugelassenes Hilfsmittel:
ein beidseitig handbeschriebenes A4-Blatt
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Aussagenlogik



Aussagen

Aussage = Behauptung

Beispiele:

>

vVvvyvVvvVvyVvVYyYvYyy

Es regnet.

Die StraBe ist nass.

9 ist eine Primzahl.

V2€eQ

3<5

x < 5 (hangt von x ab, keine Aussage)
Ist x < 57 (keine Aussage)

Sei x < 5. (keine Aussage)

Morgen regnet es.

Es ist nicht alles Gold, was glanzt.

20



Wahrheitswerte
Prinzipien der klassischen Logik:
Zweiwertigkeit: Jede Aussage ist wahr oder falsch.
ausgeschlossener Widerspruch:

Keine Aussage ist sowohl wahr als auch falsch.

Wahrheitswerte 1 (wahr) oder 0 (falsch)

Jede Aussage p hat genau einen Wahrheitswert W(p) € {0,1}.

Beispiele:

» W(Es regnet.) =
W(Die StraBe ist nass) =7
W(9 ist eine Primzahl.) = 0
W(V2 e Q) =0
W(3 < 5) =
W(Morgen regnet es.) = ?
W(

vVvYVvyVvVvyVvyy

Es ist nicht alles Gold, was glanzt.)=1

21



Zusammengesetzte Aussagen — Junktoren

Junktor (mit zugeordneter Stelligkeit):
Symbol (Syntax) fiir Verkniipfung von Aussagen
z.B. ,und" (zweistellig), , nicht" (einstellig)
Gottlob Frege (1848-1925):
Die Bedeutung des Ganzen ist eine Funktion der Bedeu-
tung seiner Teile.

Der Wahrheitswert einer zusammengesetzten Aussage ldsst sich
aus den Wahrheitswerten ihrer Teilaussagen berechnen.

Semantik (Bedeutung) eines n-stelligen Junktors x:
[+] : {0,1}" — {0, 1}
(n-stellige Funktion auf der Menge {0, 1})
Wahrheitswertkonstanten (nullstellige Junktoren):
t mit [t] =1
£ mit [f] = 0

22



Konjunktion A
Es regnet und 9 ist eine Primzahl.
» W(9 ist eine Primzahl.)= 0
» W(Es regnet.)=7
» W(Es regnet und 9 ist eine Primzahl.)=0
p A q ist genau dann wahr,
wenn beide Aussagen p und g wahr sind.

W(p) | W(q) | W(p A q)

(
0 0
0 1 W(p A q) = min(W(p), W(q))
1 0
1 1

= O O O

[A] = min ist kommutativ, assoziativ

n
/\Pizpl/\P2/\"‘/\Pn
i=1
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Disjunktion V (inklusiv)
Es regnet oder 3 < 5.
» W(3<5)=1
» W(Es regnet)=7
» W(Es regnet oder 3 < 5.)=1
pV q ist genau dann wahr,
wenn wenigstens eine der Aussagen p und g wabhr ist.

W(p) | W(q) | W(pV q)

0 0
0 1 W(p V q) = max(W(p), W(q))
1 0
1 1

= = = O

[V] = max ist kommutativ, assoziativ

n
\/Pi=P1VP2V'”\/Pn
i=1
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Negation —

-(v2 € Q) (oft auch v2 ¢ Q)
> W(v2€Q) =0
> W(-(v2¢ Q) =1

—p ist genau dann wahr, wenn p falsch ist.

W(p) | W(=p)
0 1 W(=p) =1-W(p)
1 0
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Implikation —

Wenn es regnet, dann ist die StraBe nass.
» W(Es regnet.)=7
» W(Die StraBe ist nass.)=7
» W(Wenn es regnet, dann ist die StraBe nass.)=1

p — q ist genau dann wahr,
wenn die Aussage p falsch oder die Aussage g wahr ist.

Wio @) ={ 5 oy ) =M
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Aquivalenz
3 < 5 gilt genau dann, wenn 0 < 5 — 3 gilt.
» W(3<5)=1
» W0<5-3)=1

> W(3 < 5 gilt genau dann, wenn 0 < 5 — 3 gilt.)=1

p <+ q ist genau dann wahr, wenn
entweder beide Aussagen p und g gelten
oder beide nicht gelten.

W(p) | W(q) | W(p < q)
0 | 0 1
0 1 0 W(p <> q) = {
1 | o 0
1 1 1

1 falls W(p) = W(q)

0 sonst
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Was bisher geschah

» Inhalt und Organisation der Lehrveranstaltung
» Modellierung:
» Diagramm: Realitdt — (formales) Modell
(Aufgabe, Kontext, Lésung)
» Einordnung in Prozess zur (maschinellen) Lésung von
Aufgaben
» Syntax und Semantik formaler Darstellungen
» Beispiel Miinzenspiel: Modellierung von

» Daten: Spielzustdnde
» Abliufen:

> Spielzug (Zustandsiibergang)
> graphische Darstellung gesamter Spiele

» Eigenschaften: Endzustinde (ohne Zugmdglichkeit)
» (klassische) Aussagenlogik



WH: Aussagenlogik

> Aussage = Behauptung
» Aussagenvariablen p (Syntax)
» klassische Logik: Wahrheitswerte W(p) € {0,1}  (Semantik)
» Kombination von Formeln durch Junktoren (Syntax)
> Wahrheitswert einer zusammengesetzten Formel wird aus
Wabhrheitswerten der Teilformeln berechnet. (Semantik)
Syntax Semantik

Stelligkeit Symbol Wahrheitswertfunktion

wahr 0 t 1
falsch 0 f 0
Konjunktion 2 A min
Disjunktion 2 \Y max
Negation 1 - x—1-—x
Implikation 2 — <
Aquivalenz 2 > =



Modellierung in Aussagenlogik (Beispiele)

» Wenn Leo ein Bier bestellt, bestellt auch Mark eins.

Aussagen:

» Leo bestellt Bier.
» Mark bestellt Bier.

Aussagenvariablen:

» |b - Leo bestellt Bier.
» mb - Mark bestellt Bier.
Formel: /b — mb
» Leo und Mark bestellen nie zugleich Bier.
Formel: (/b A mb)

» Mark bestellt hochstens dann Bier, wenn Leo Bier bestellt.

Formel: =Ib — —mb

» Wenn es morgens vor 7 oder abends nach 7 ist, ist es dunkel.

Aussagenvariablen:
» m - Es ist morgens vor 7.
» a- Es ist abends nach 7.
» d - Es ist dunkel.
Formel: (mV a) — d
» Morgens vor 7 und abends nach 7 ist es dunkel.
Formel: (m — d) A (a — d)
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Aussagenlogische Formeln (Syntax)

Junktoren z.B. ¢, f (nullstellig), — (einstellig),
A, V, —, <> (zweistellig)
Aussagenvariablen (Atome), z.B. p,q,r,s,... oder p1,pa,...

Definition (induktiv)
Die Menge AL(P) aller aussagenlogischen Formeln mit
Aussagenvariablen aus der Menge P ist definiert durch:

IA: Alle Aussagenvariablen p € P sind Formeln. (P C AL(P)).

IS: » t und f sind Formeln.
P |st ¢ eine Formel, dann ist auch —p eine Formel.
» Sind ¢ und ¥ Formeln, dann sind auch

eV, p AN, ¢ — 1 und ¢ <> 1 Formeln.
IS": (Verallgemeinerung aller Unterpunkte zu IS)
Sind j ein n-stelliger Junktor und ¢1, ..., @, Formeln,
dann ist auch j(¢1,..., %) eine Formel.
(Aus {¢1,...,0n} € AL(P) folgt j(¢1,--.,%n) € AL(P).)

30



Aussagenlogische Formeln (Beispiele)

Junktoren der klassischen Aussagenlogik: {t,f, =, V, A, —, <>}

kiirzere Notation:
ohne duBere Klammern und Klammern um —¢

Beispiele:

t A (ﬂﬂ:)
—~—-p
ApV q)
-(p — q)
—q

Formel ohne Aussagenvariablen (€ AL(0))

Formel mit Aussagenvariable p (€ AL({p}))

keine Formel (syntaktisch unkorrekt) (& AL(P))
Formel mit Aussagenvariablen p,q (€ AL({p, q}))
keine Formel (syntaktisch unkorrekt) (& AL(P))

Baumstruktur (analog arithmetischen Termen)

Beispiel:

=((pA=q) = (=rV(p+q)) € AL({p, q,r})
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Menge aller Aussagenvariablen einer Formel

Definition (induktiv):
Fiir jede aussagenlogische Formel ¢ € AL(P) ist die Menge var(y)
aller in ¢ vorkommenden Aussagenvariablen definiert durch:

IA: falls ¢ = p (Atom), dann var(¢) = {p}
[S: » nullstellige Junktoren (¢, f):
fiir o = t oder ¢ = f gilt var(¢) = 0
> einstellige Junktoren (=):

fiir ¢ = —y gilt var(p) = var(e1)
> zweistellige Junktoren (x € {V, A, =, < }):

fiir o = 1 * 2 gilt var(p) = var(p1) Uvar(ypz)

Beispiel:
Firpo=p— ((g < t)V(r—q)) gilt var(p) = {p,q, r}
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Anzahl der Variablenvorkommen in einer Formel

Definition (induktiv):
Fiir jede aussagenlogische Formel ¢ € AL(P) ist die Anzahl von
Variablenvorkommen varcount(y) definiert durch:

IA: falls ¢ = p (Atom), dann varcount(y) =1

[S: » nullstellige Junktoren (t, f):
varcount(t) = varcount(f) = 0
> einstellige Junktoren (=):
varcount(—¢) = varcount(¢y)
> zweistellige Junktoren (x € {V, A, —, < }):
varcount(y * ¥) = varcount(y) + varcount(z))

Beispiel:
o=p—((g<<t)V(r— q)) gilt varcount(p) = 4

varcount(yp) ist die Anzahl aller mit Variablen markierten Blatter
im Formelbaum von ¢

Allgemein gilt varcount(y) > |var(p)|



Menge aller Teilformeln einer Formel

Definition (induktiv):
Fiir jede aussagenlogische Formel ¢ € AL(P) ist die Menge TF(y)
aller in ¢ vorkommenden Teilformeln definiert durch:

IA: falls ¢ = p (Atom), dann TF(p) = {p}
[S: » nullstellige Junktoren (t, f):
fir o = t oder ¢ = f gilt TF(p) = {p}
> einstellige Junktoren (=):
fiir ¢ = =1 gilt TF(p) = {} UTF(¢1)
> zweistellige Junktoren (x € {V, A, —, < }):
fir @ = @1 % o gilt x € {V,A, =, <}
TF(p) = {p} UTF(p1) U TF(2)

Beispiel:
Firp=p— ((g+ t)V(r—q)) gilt

_Jp=((aet)Vv(r—q)).p (g t)V(r—q),
TF(w)_{qus,r%q,q,m,r }
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Prinzip der strukturellen Induktion

Beobachtung:
Bestimmung von Variablenmenge, GroBe, Menge der Teilformeln
einer aussagenlogischen Formel geschah nach demselben Schema:

Definition einer Funktion f : AL(P) — X durch
Induktion tiber die Struktur der Formel

Fiir jede aussagenlogische Formel ¢ € AL(P) ist der Funktionswert
f() definiert durch:

IA: Definition des Funktionswertes f(y) fiir Atome ¢ = p
(Blatter im Formelbaum)

IS: Definition des Funktionswertes () fiir zusammengesetzte
Formeln ¢ durch die Funktionswerte der Teilformeln von ¢
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Aussagenlogische Interpretationen (Semantik)

(Belegungen der Aussagenvariablen mit Wahrheitswerten)

Interpretation (Belegung) fiir Formeln ¢ € AL(P):
ordnet jeder Aussagenvariable in P einen
Wabhrheitswert zu,
ist eine Funktion W : P — {0, 1}

(eine Zeile in der WW-Tabelle fiir )

Beispiel: P = {p, g} und Wig mit Wio(p) =1 und Wio(q) =0
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Wahrheitswerte fiir Formeln
Belegung W : P — {0, 1} fortgesetzt zu Funktion W : AL(P) — {0,1}
Der Wert W (¢) der Formel ¢ in der Interpretation W wird induktiv mit
den Wahrheitswertfunktionen der Junktoren
aus den Werten der Teilformeln von ¢ bestimmt:
IA: falls ¢ = p (Atom), dann W(p) = W(p)

IS:  » nullstellige Junktoren t,f: W(t) =1, W(f) =0
> einstelliger Junktor —:
fir o = b gilt W(-) = [|W(w) = 1 - W(®)
> zweistellige Junktoren x € {V, A, =, <}

W1 Apa) =
W1 Vi) =

W1 — 1) =
Wy < 4pn) =

W) [AN[W(y2) = min(W(y1), W(¥2))
W) [VIW(y2) = max(W(y1), W(¢2))

W) [=]W(y2) = (1) Zi'ﬁitw(‘”l)ﬁw(%)
W[ IWw,) = | o Bl W)= Wiv2)

Beispiel:p = ((p A =q) — (=r V (p < q)))
Woio(p) = 0, Woio(q) = 1, Woio(r) = 0, Woro(y) = ...
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Wahrheitswerttabellen

Darstellung der Werte einer Formel ¢ € AL(P) in
allen méglichen Interpretationen W € W(P) in einer Tabelle

Jede Zeile reprasentiert eine Interpretationen W : var(y) :— {0,1}

W(p1) W(p2) --- W(pn-1) W(pn) | W(p)
0 0o -- 0 0
0 0o - 0 1
1 1 .:- 1 1

Beispiel:((p A ~q) — (=r V (p <+ q)))

Wabhrheitswerttabellen von Formeln ¢ mit n Aussagenvariablen
sind Wertetabellen n-stelliger Boolescher Funktionen
f,:{0,1}" — {0,1}.

Die Semantik jeder aussagenlogischen Formel ¢ mit n
Aussagenvariablen ist eine n-stellige Boolesche Funktion.
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Modelle aussagenlogischer Formeln

Die Belegung W : P — {0,1} der Aussagenvariablen in P
erfiillt die Formel ¢ € AL(P) (ist ein Modell von ¢)
genau dann, wenn W(yp) = 1.

Beispiel:
Modelle (erfiillende Belegungen) der Formel

o =pV(gA-p)eAL{p,q})

> Belegung Wio : {p,q} — {0, 1} mit Wio(p) =1 und Wio(q) =0
ist ein Modell fiir ¢, weil Wio(p) = 1.

> Belegung Wy : {p, g} — {0,1} ist kein Modell fiir ¢,
weil WOO(SO) =0.

> Wor mit Wo1(p) = 0 und Wo1(g) = 1 ist ein Modell fiir ¢,
> Wiy mit Wii(p) =1 und Wi1(g) = 1 ist ein Modell fiir .
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Modellmengen aussagenlogischer Formeln

Modellmenge (Menge aller Modelle) der Formel ¢ € AL(P):
Mod(p) = {W: P = {0,1} | W(p) = 1}

(Diese Darstellung ist oft kiirzer als die WW-Tabelle)

Beispiele:
» Mod(pV (g A —p)) = { Wi, Wo1, Wi1},

> Mod(p — p) = {Wo, W1} ={W : {p} = {0,1}}
(alle moglichen Belegungen fiir p),

» Mod(p A —p) =0
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Was bisher geschah: klassische Aussagenlogik
Syntax Symbole und Struktur
» Menge P von Aussagenvariablen (p,q,r,...)
> Junktoren (je mit Stelligkeit):
£(0), £(0), (1), V(2), A(2), = (2), > (2)
> aussagenlogische Formeln AL(P) (induktive Def.):
IA Atome (Aussagenvariablen) € P
IS zusammengesetzte Formeln (¢, 1,7, ...):
Verkniipfung von Formeln durch Junktoren
Prinzip der strukturellen Induktion {iber Baumstruktur von Formeln
Semantik (Bedeutung der Syntaxelemente)
> einer Aussagenvariablen: Wahrheitswert € {0,1}
» aller Aussagenvariablen einer Menge P:
Belegung (Interpretation) W : P — {0,1}
> eines n-stelligen Junktors *:
Wabhrheitswertfunktion [«] : {0,1}" — {0, 1}
» einer Formel unter einer Belegung W:
Funktion W : AL(P) — {0,1}
> Modell (erfiillende Belegung) fiir ¢ € AL(P):
Belegung W : P — {0,1} mit W(p) =1
> Modellmenge Mod(¢y) der Formel ¢ € AL(P):
Menge aller Modelle von ¢



WH: Modelle aussagenlogischer Formeln

Die Belegung W : P — {0,1} der Aussagenvariablen in P
erfiillt die Formel ¢ € AL(P) (ist ein Modell von ¢)
genau dann, wenn W(p) = 1.

Modellmenge (Menge aller Modelle) der Formel ¢ € AL(P):
Mod(p) ={W: P —={0,1} | W(p) = 1}

(Diese Darstellung ist oft kiirzer als die WW-Tabelle)

Beispiele:
> Mod(p V(g A —p)) = { Wi, Wor, Wi},

> Mod(p — p) = {Wo, W1} = {W : {p} — {0,1}}
(alle méglichen Belegungen fiir p),

> Mod(pA—p)=0



Modellierungsbeispiel Party

umgangssprachliche Beschreibung der Situation (Kontext):

Anna geht zur Party, wenn Max oder Paul hingehen. (1)
Max geht zur Party, wenn Paul nicht hingeht. (2)
Anna geht nirgends ohne ihren Hund hin. (3)

formale Beschreibung der Situation:

> elementare Aussagen (Atome):
a Anna geht zur Party.
m Max geht zur Party.
p Paul geht zur Party.
h Annas Hund geht zur Party.

P ={a,h,m,p} (Menge der Aussagenvariablen)
> zusammengesetzte Aussage (aussagenlogische Formel):
p=((mVp)—a)A(-p— m)A-(aA-h)ecAL(P)
@) ®3)
(1) 2 3

Modellmenge Mod(p) = ...
Menge aller Situationen, in denen alle Aussagen wahr sind

Welche dieser Situationen ist Hunde-frei? Mod(¢ A =h) = ...
2



Erfiillbarkeit und Allgemeingiiltigkeit von Formeln
Definition: Eine Formel ¢ € AL(P) heiBt

erfiillbar , wenn Mod(¢) # 0,
also (wenigstens) eine Belegung W : P — {0,1} mit
W(p) = 1 existiert
Beispiel: =p — p
unerfiillbar (Widerspruch), wenn Mod(p) = 0,
also keine Belegung W : P — {0,1} mit W(p) =1
existiert.
(wenn also fiir jede Belegung W gilt W(y) = 0),
Beispiel: p A = p
allgemeingiiltig (Tautologie), wenn Mod(y) = {W : P — {0,1}},
also fiir jede Belegung W : P — {0,1} gilt W(p) =1
(wenn also keine Belegung W mit W(p) = 0 existiert).
Beispiel: p — p

Fakt
Eine Formel ¢ € AL(P) ist genau dann allgemeingiiltig,
wenn die Formel = unerfiillbar ist.

Beweis: . ..
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Formelmengen

Formelmenge ® C AL(P)

(Menge von Bedingungen)

Beispiele:
> {p,p — q} CAL(P)
> {p,p — q,7q} C AL(P)
» {p—q} CAL(P)
> () C AL(P)
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Semantik von Formelmengen

Eine Belegung W : P — {0, 1} erfiillt eine Menge ® C AL(P) von
Formeln genau dann, wenn W jede Formel ¢ € ® erfiillt.

Beispiele:
» einziges Modell fiir {p,p — q}: W3
» {p,p — q,—q} hat kein Modell,
» Modelle fir {p — q}: Woo, Wo1, Wi
» Jede Belegung ist ein Modell fiir die Formelmenge ().
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Modellmengen von Formelmengen
Menge aller Modelle einer Menge & C AL(P) von Formeln:

Mod(®) = {W : P — {0,1} | fiir jedes 1) € ® gilt W € Mod(¢)}

kiirzere Formulierung derselben Definition: Mod(®) = ﬂ Mod(v))
YeP

Beispiele:

> Mod({p, p = q}) = Mod({p}) N Mod({p — q})

= {Wio, Wa1} N {Woo, Wor, Wa1} = { Wi},

> Mod({p,p — q,7q}) =0,

> Mod({p — q}) = {Woo, Wor, Wi1}

» Mod(0)) = {W : P — {0,1}} (Menge aller Belegungen)
Fakt

Eine Belegung W : P — {0,1} erfiillt eine endliche Formelmenge
& ={p1,...,pn} genau dann, wenn sie die Formel p1 A --- A\ @, erfiillt.

kiirzere Formulierung derselben Aussage: Mod(®) = Mod /\ P
peD
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Modellierung durch aussagenlogische Formelmengen
Aussagen:
1. Es wird nicht mehr viel Eis gekauft, wenn es kalt ist.
2. Der Eisverkaufer ist traurig, wenn nicht viel Eis gekauft wird.
3. Es ist kalt.
Darstellung als Formelmenge ® C AL({k,t,v}):

q):{k—)—!V,—\V*)t,k}

Mod(®) ={ W10}
neue zusatzliche Aussage:

4. Der Eisverkaufer ist nicht traurig.

Erweiterung der Formelmenge ¢ zu
' =oU{-t} ={k = v,mv -tk t}

Mod(®') = 0 (Formelmenge ¢’ unerfiillbar)
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Semantische Aquivalenz aussagenlogischer Formeln

Definition
Zwei Formeln ¢, € AL(P) heiBen genau dann
(semantisch) dquivalent (¢ = ), wenn Mod(y) = Mod(v)).

alternative Formulierung:
© = gdw. fiir jede Belegung W : P — {0,1} gilt W(p) = W(v).

Aquivalente Formeln haben dieselbe Semantik (Wahrheitswertfunktion).

Beispiele: p - g=-pV g, pVg=—-p—gqg
allgemein: Fiir alle Formeln ¢, € AL(P) gilt

=Y = —pVY

eVY = e =y

pAY = (e = )
gy = (=)A= p)

Achtung: Das Symbol = ist kein Junktor (Syntax), sondern ein
Symbol fiir eine Beziehung zwischen Formeln (Semantik).

Aber: Fiir alle Formeln ¢, 1 € AL(P) lasst sich beweisen:
o = 1 gilt genau dann, wenn die Formel ¢ < 1 allgemeingiiltig ist.
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Was bisher geschah: klassische Aussagenlogik

Syntax Symbole und Struktur, Junktoren: ¢, f , =, V, A, =, <>

Prinzip der strukturellen Induktion iiber Baumstruktur von Formeln,
arithmetischen Ausdriicken usw.

>
>

induktive Definition von (unendlichen) Mengen
induktive Definition von Funktionen auf induktiv definierten
Mengen

Semantik (Bedeutung der Syntaxelemente)

>
>
>

v

vVvyVvyy

eines Junktors: Wahrheitswertfunktion

einer Aussagenvariablen: Wahrheitswert

einer Formel aus AL(P) unter einer Belegung

W : P — {0,1}: Funktion W : AL(P) — {0,1}

einer Formel aus AL(P) unter allen mdglichen Belegungen:
Boolesche Funktion

Modelle (erfiillende Belegungen) von Formeln
Modellmengen aussagenlogischer Formeln

Erfillbarkeit, Allgemeingiiltigkeit von Formeln

semantische Aquivalenz von Formeln



WH: Semantische Aquivalenz aussagenlogischer Formeln
Definition
Zwei Formeln ¢, € AL(P) heiBen genau dann
(semantisch) dquivalent (¢ = 1), wenn Mod(¢) = Mod(2)).

alternative Formulierung:
© = gdw. fiir jede Belegung W : P — {0,1} gilt W(p) = W(v).

Aquivalente Formeln haben dieselbe Semantik (Wahrheitswertfunktion).

Beispiele: p > g=-pVg, pVg=-p—q
allgemein: Fiir alle Formeln ¢, € AL(P) gilt

p—=Y = eV

eVY = —p =

pANY = (¢ — )
peoh = (=)A= p)

Achtung: Das Symbol = ist kein Junktor (Syntax), sondern ein
Symbol fiir eine Beziehung zwischen Formeln (Semantik).

Aber: Fiir alle Formeln ¢, € AL(P) lasst sich beweisen:
© = 1) gilt genau dann, wenn die Formel ¢ < 1) alleemeingliltig ist.



Nachweis von Aussagen iiber alle Formeln

Aussagen der Form: Fiir alle Formeln ¢, 4 € AL(P) gilt ...
lassen sich nicht mit Wahrheitswerttabellen nachweisen.

Beispiel:

Fiir alle Formeln ¢, ¢ € AL(P) gilt ¢ = ¢ =—-p V¢
Nach Definition von = ist zu zeigen: Mod(¢ — %) = Mod(—¢ V )

MOd((p R 1/}) Def.:Mod

Def._[[\/]]

Def. Mod

{W:
{W:
{W:
{W:
{W:
{W:

P—={0,1} [ W(p = ¢) =1}

P—={0,1} [ W(p) < W(¥)}

P —{0,1} | W(p) = 0 oder W(¢) = 1}
P — {0,1} | W(~p) =1 oder W(v) = 1}
P = {0,1} [ max(W(=¢), W(¥)) = 1}

P —={0,1} [ W(mp V) =1}

Mod(=¢ V 1)
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Wichtige Aquivalenzen
Fiir alle aussagenlogischen Formeln ¢, 4, n € AL(P) gilt:

>
>

>

v

eVe=p, pAhp=p, oVEi=p, oAt=9p
eVY=y Ve, eANY=9pAyp
(Kommutativitdt von A und V)

eV (pvn)=(eVve)Vn
eANWAN)=(eAY)An

(Assoziativitdt von A und V)

N (W Vn)= (@A) V(eAn)

V(AN =(pVP)A(pVn)
(Distributivgesetze)

——p = ¢ (Doppelnegation)

S(eVY)= o Ah, (e AY) =V
(DeMorgansche Regeln)

pVY=-(-p A=), AP =(op V)
(Dualitdt von A und V)

© — 1 = b — —p (Kontraposition)

(e A1) V (—p A1) = o (Fallunterscheidung)
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WH: Strukturelle Induktion

Induktive Definition von Mengen
Beispiel: Menge AL _,,({p, g}) aller aussagenlogischen Formeln, die
nur die Aussagenvariablen p, g und die Junktoren — und — enthalten

IA: Grundbausteine, im Bsp.: elementare Formeln (Atome) p, g

IS: Regeln zur Konstruktion zusammengesetzter Elemente
im Bsp.: Zusammensetzen von Formeln durch Junktoren
Fiir alle Formeln ¢; und > aus der Menge AL;- 1 ({p,q})
sind auch 1 und @1 — 3 in der Menge AL _,3({p, q}).

Beispiel: =p — (=g — p) € AL~ 3({p, q}), PV q & AL(— 1 ({p. q})

ermoglicht induktive Definition von Funktionen auf induktiv definierten
Mengen (Beispiel: Funktion f: AL _y({p,q}) = Z):

IA: Funktionswert fiir Grundbausteine, z.B. f(p) =2, f(q) =3

IS: Vorschrift zur Berechnung des Funktionswertes des
zusammengesetzten Elementes aus Funktionswerten der
Teilstrukturen

z.B. f(—p1) = 2f (1), f(o1 = @2) = f¢1) + 3 (¢2)
Beispiel: f(—p — (~g — p)) = 40
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Beweise durch strukturelle Induktion

Induktiver Nachweis von Eigenschaften (E) jedes Elementes induktiv
definierter Mengen
Beispiel: Fiir jede Formel ¢ € AL~ _,3({p}) gilt f(¢) > varcount(y) (E)

IA: Nachweis der Eigenschaft (E) fiir Grundbausteine,

im Bsp.: f(p) (De; f) 251 (Def. v;rcount)
IS: Nachweis der Eigenschaft (E) fiir zusammengesetzte Elemente aus
den Nachweisen der Eigenschaft fiir die Teilstrukturen

varcount(p)

IH (Induktionshypothese): Eigenschaft (E) fiir Teilstrukturen
im Bsp.: f(¢1) > varcount(1) und f(p2) > varcount(yz)
IB (Induktionsbehauptung): Eigenschaft (E) fiir die (aus diesen
Teilstrukturen) zusammengesetzten Elemente, im Bsp.:
f(—p1) > varcount(—¢p1), f(p1 — 2) > varcount(pr — ©2)
B (Induktionsbeweis): Nachweis, dass IB aus IH folgt, Bsp.:

(1H)
f(—p1) = 2f(p1) > 2varcount(y1) > varcount(y;) = varcount(—1)

(IH)
f(e1 — @2) = f(p1) + 3f(¢2) > varcount(p1) + 3varcount(ys)
> varcount (1) + varcount(p,) = varcount(yp1 — ©2)
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Junktorbasen (vollstandige Operatorensysteme)
Zu einer Menge J von Junktoren ist die Menge AL ,(P) definiert durch
IA: Fir jede Aussagenvariable p € P gilt p € AL,(P)

IS:  » fiir jeden O-stelligen Junktor x € J gilt x € AL,(P)
> fiir jeden 1-stelligen Junktor * € J und alle Formeln
© € AL4(P) gilt xp € AL,(P)
» fiir jeden 2-stelligen Junktor x € J und alle Formeln
v, € ALy(P) gilt ¢ x 1 € AL,(P)

Definition: Eine Menge J von Junktoren heit genau dann
Junktorbasis (vollstandiges Operatorensystem), wenn
zu jeder Formel ¢ € AL(P) eine Formel ¢ € AL;(P) mit ¢ = ¢ existiert.

Beispiele:
» Die Mengen {—,V, A}, {—,V}, {—, A} sind Junktorbasen.
» Die Mengen {—,—}, {f,—} sind Junktorbasen. (UA)
> Die Mengen {V, A} und {V, A, —} sind keine Junktorbasen.  (UA)
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Beweis durch strukturelle Induktion — Beispiel

Fakt: Die Menge {—, V, A} ist eine Junktorbasis.

alternative Formulierung:
Zu jeder Formel ¢ € AL(P) existiert eine Formel 1) mit den
Eigenschaften

E2 ¢ =1 (d.h. Mod(yp) = Mod(v))

Beweis: induktiv iiber die Struktur von ¢ € AL(P)

(Konstruktion einer Formel ¢ mit den Eigenschaften E1 und E2):

Induktionsanfang: ¢ = p € P

Zu jedem ¢ = p € P erfiillt 1) = p (Ansatz) beide Eigenschaften
El ¢ € ALy A3(P), nach IA in der Def. von AL\ A}(P) und
E2 ¢ =1, wegen Mod(p) = Mod(p) = Mod(7))
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Beweis durch strukturelle Induktion — IH und IB

Induktionsschritt: ¢ ist eine zusammengesetzte Formel

IH : Zu 1, @2 € AL(P) existieren Formeln 1)1, ¢, mit

E1 91,92 € AL- v A1(P) und
E2 Y1 = wl und Yo = wQ

IB : fiir jede mogliche Struktur (Junktor in der Wurzel) von ¢

IB—:

IBV:
IBA:
IB—:
IB<:

IBt :
IBf :

zZu p = —p; existiert eine Formel ¥ mit

El ¢ € ALy v A} (P) und

E2 o=
zu o = @1 V @ existiert eine Formel ¢y mit E1 und E2
zu p = @1 Ay existiert eine Formel ¢ mit E1 und E2
zZu ¢ = Y1 — Yy existiert eine Formel 1) mit E1 und E2
ZU p = @1 4> (py existiert eine Formel ¢ mit E1 und E2
zu = t existiert eine Formel ¢ mit E1 und E2
zu ¢ = f existiert eine Formel ¢) mit E1 und E2
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Beweis durch strukturelle Induktion — (einfache) Beweise
Induktionsschritt: Beweise
(Schritt B fiir jede mdgliche Struktur der Formel ¢ € AL(P))

B—: z.z.: aus IH folgt IB—, Ansatz: ¢ = =
Beweis: Fiir ¢ = —); gelten

E1l ¢ € AL{- v A} (P) gilt wegen 91 € AL;— y A1(P) (nach IH)
und IS (fiir =) in der Definition von AL,y A}(P)
E2 ¢ = (wird gezeigt durch Mod(v¢)) = Mod(y))
Mod(¥) %Y Mod(—)
T WP {01 | W(i) = 1
P WP 0,1} W) = 0}
ST WP S {01 W) = 0}
P W P (0,1} | W) = 1)
Def Mod  p1odi( o) Strukeur von (o Mod()

BV: z.z.: aus IH folgt IBV, Ansatz: ¢ = 171 V 1,
Beweis: Fiir 1) = 11 V 1, gelten E1 wegen ..., E2 wegen ...
BA: z.z.: aus IH folgt IBA, Ansatz: 1) = 1)1 A1), Beweis : ...
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Beweis durch strukturelle Induktion — Beweise

B—: z.z.: aus IH folgt IB—, Ansatz: ¢ = —)1 V 9
Beweis: Fiir v = —)1 V 1), gelten
E1l ¢ € AL{- v A} (P) wegen ...
E2 ¢ = (gezeigt durch Mod(v)) = Mod(y))

Mod(+)) Mod(—¢)1 V 42)
{W:P—{0,1} | W(—tp1 Vpp) =1}

{W: P —{0,1} | max(W (=), W(y)) = 1}
P fW . P — {0,1} | W(—t1) = 1 oder W(1p) = 1}
Def. [—] {W:P —={0,1} | W(t1) = 0 oder W(1)p) =1}
(
(¢

Def. 1
Def. Mod

Def._[[\/]]

{W:P—=1{0,1} | W(p1) =0 oder W(ypp) =1}
{W:P—={0,1} | W(e1) < W(e2)}
{W:P—{0,1} | W(p1 — ¢2) =1}

Mod(g1 — 2) *"™ """ ¥ Mod()

analog: B+, Bt (Ansatz: p VV —p fiir ein beliebiges p € P), Bf

™ =z

Def. <
Def._[[—>]]

Def. Mod
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Umformen von Formeln

Nebenwirkung des (induktiven) Beweises zur
Junktorbasis-Eigenschaft:

Fakt:

Jede aussagenlogische Formel kann schrittweise durch Ersetzung
dquivalenter Teilformeln in semantisch dquivalente Formeln
umgeformt werden.

(Anderung der Syntax bei unveranderter Semantik)

Beispiel:
(p—=p=—pVY)
~(p—q) = =(-pVq)
(deMorgan)
(m—p=0p)

= pA—q
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Was bisher geschah

Modellierung von Aussagen in (klassischer) Aussagenlogik
Syntax:

>

>
>
>
>
>
>

Atome : Aussagenvariablen

Junktoren =, V, A, —, <>

induktive Definitionen von Formelmengen: AL(P), AL,(P)
Baumstruktur von Formeln

Beweise durch strukturelle Induktion

Junktorbasen

dquivalente Umformungen

Semantik:

>

vvyVvyyvVyy

Belegungen der Aussagenvariablen

Wahrheitswerte von Formeln unter Belegungen

Modelle von Formeln und Formelmengen

Modellmenge und WW-Tabelle von Formeln und Formelmengen
erfiillbare, allgemeingiiltige Formeln

semantische Aquivalenz von Formeln



Normalformen aussagenlogischer Formeln
spezielle aussagenlogische Formeln:
Atom Aussagenvariable
Literal Atom oder negiertes Atom
Klausel Disjunktion von Literalen
Normalformen:

NNF Formeln, in denen das Negationssymbol — hochstens
auf Atome angewendet wird, heiBen in
Negations-Normalform.

Beispiel: =p V ((=q V p) A q), —p, p

CNF Formeln der Form A7, (\/J'.”:f1 I ,j)
mit Literalen /;j heiBen in konjunktiver Normalform.
(Konjunktion von Klauseln)

Beispiel: (—pV =q)A(pV q)A—q, pV g, pA—q, —p

DNF Formeln der Form \/ 7y (A7 /i)
mit Literalen /;j heiBen in disjunktiver Normalform.
Beispiel: =pV (g Ap)V(PA Q). pVa, pA—g, —p
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Satz iiber Normalformen

Satz
Zu jeder Formel ¢ € AL(P) existieren

» eine dquivalente Formel i) € AL(P) in NNF,
» eine dquivalente Formel ¢’ € AL(P) in CNF und
> eine dquivalente Formel ¢" € AL(P) in DNF.

Transformation beliebiger Formeln in Normalformen:

1. {V, A, —} ist eine Junktorbasis, d.h.
Formeln mit Junktoren —, <>, t,f lassen sich in dquivalente
Formeln mit ausschlieBlich den Junktoren V, A, = umformen

2. Konstruktion einer NNF durch (ggf. mehrmalige) Anwendung
der deMorganschen Regeln

3. Konstruktion der CNF und DNF durch (ggf. mehrmalige)
Anwendung der Distributivgesetze auf die NNF
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Normalformen — Beispiel

(2= b) — c (s@—ﬂlE:de))

(p=v=—pVY)
(deMorgan)

(me=0p)
(Distributivitat)

(maVvb)—c
—(-aVvb)Vc
(mman-b)Ve
(an-b)Vec

(avVe)A(=bVe)

(NNF, DNF)
(NNF, CNF)
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Modellierungsbeispiel Taxi

umgangssprachliche Angaben zur Situation:
Wenn der Zug zu spat kommt und kein Taxi am Bahnhof steht, ist Tom
nicht piinktlich. Der Zug kam zu spat und Tom ist piinktlich.

Frage: Stand ein Taxi am Bahnhof?
formale Beschreibung:

» elementare Aussagen (Atome): P = {p, t,z}
p — Tom ist piinktlich, t — Taxi steht da, z — Zug hat Verspatung

» Beschreibung der Situation (Kontext) als Formelmenge:
® = {(z A=) = —p.z A p}

» Modellierung der Frage als Behauptung : t
(positive Antwort auf die Frage)

Alle moglichen Situationen, in denen alle Angaben erfiillt sind:
Mod(®) = ...

Antwort auf die Frage: ja,

weil fiir jede Belegung W € Mod(®) gilt W(t) =1,

also Mod(®) € Mod(t)
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Semantisches Folgern

Definition

Fiir jede Formelmenge & C AL(P) (Kontext)

und jede Formel ¢ € AL(P) (Behauptung) heiBt

1 genau dann semantische Folgerung aus ® wenn Mod(®) C Mod(2)).

Notation: ® =1 (4 folgt semantisch aus ¢ )
Beispiele:

> {p,p — q} = q gilt, weil
Mod({p,p — q}) = {Wi1} € {Wor1, Wi1} = Mod(q),

{p.=(anp)} E g, weil ...
pEqg—p, weil ...

g — p -~ p, weil ...

0 =pV-p, weil ...

> 0}~ p, weil ...

Notation fiir Spezialfille

fird={p} : ¢ E ¢ (statt {o} F )
firo=0 - F o (et 0 )

>
>
| 4
>



Satze iiber das Folgern

Satz
Fiir jede endliche Formelmenge ® = {p1,..., 0} C AL(P) gilt

& =1  genau dann, wenn /\ i =Y

i=1

Beweis:verwendet Fakt auf Folie 46

Satz
Fiir jede Formelmenge ® C AL(P) und jede Formel 1) € AL(P) gilt
® |= 1) genau dann, wenn ® U {—)} unerfiillbar ist.

Beweis

Satz
Fiir jede Formel ¢ € AL(P) gilt =1 genau dann, wenn 1) allgemeingiiltig.

Satz
Fiir je zwei beliebige Formeln ¢,v € AL(P) gilt ¢ = 1) genau dann, wenn

L. o E Y undy | gilt,

2. die Formel ¢ < 1 allgemeingiiltig ist. o



Was bisher geschah

Modellierung von Aussagen in (klassischer) Aussagenlogik

Syntax:

» induktive Definitionen von Formelmengen: AL(P), AL (P)
» Baumstruktur von Formeln

» Beweise durch strukturelle Induktion
» Junktorbasen

» Normalformen: NNF, CNF, DNF

Semantik:

v

Wahrheitswerte von Formeln unter Belegungen

Modelle von Formeln und Formelmengen

Modellmengen von Formeln und Formelmengen
erfiillbare, allgemeingiiltige Formeln

semantische Aquivalenz von Formeln

semantisches Folgern von Formeln aus Formelmengen
Transformation von Folgerungs- in Erfiillbarkeitsprobleme

vVvyvVvyVyYVYYy



Modellierungsbeispiel: Winterkleidung

» Wenn es kalt ist, tragt Paul immer eine Miitze, einen Schal oder
Handschuhe.

» Ohne Handschuhe oder Schal tragt er keine Miitze.
» Miitze und Handschuhe tragt er nie zusammen.
» Handschuhe und Schal tragt er immer zugleich.

Modellierung als (aussagenlogische) Formelmenge

d={mVsVh-(hVs)—-m—-(mAh),h< s}

Welche der folgenden Aussagen sind semantische Folgerungen daraus:

> Bei Kélte tragt er immer einen Schal. Y1 =S5
> Bei Kilte tragt er immer Handschuhe oder Miitze. Yo =hVm
» Er tragt nie Handschuhe. 3 = —h

schon bekannt: Losung durch
» Modellmengen Mod(®) C Mod()

bei Problemen mit vielen Variablen aufwendig

gut ware: syntaktisches Verfahren
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Typische praktische Folgerungsprobleme

» kombinatorische Probleme, z.B. Planungsprobleme
(Registerzuweisung, Zeitplanung), Graphfarbung

> Verifikation digitaler Schaltungen:

gegeben: Schaltung:
(Ausgabe-Verhalten als boolesche Funktion, Formel ¢)
Spezifikation (logische Formel 1))

Frage:  Erfiillt die Schaltung die Spezifikation? (Gilt ¢ |= 97?)

Gegenbeispiel bei negativer Antwort:
Belegung W : P — {0,1} mit W(p A ) =1
» Verifikation von Software:
gegeben: Programm (Ausgabe-Verhalten als Formelmenge ¢)

Spezifikation (logische Formel 1))
Frage:  Erfiillt das Programm die Spezifikation? (Gilt ¢ |= ¢7?)

Gegenbeispiel bei negativer Antwort:
Belegung W : P — {0,1} mit W € Mod(¢ U {—¢})



Syntaktisches Ableiten — Ziel

gegeben: Formelmenge ® C AL(P)
und Formel ¢ € AL(P)
Frage: Giltd =y ?

Ziel:
Verfahren zur Beantwortung dieser Frage durch syntaktische
Operationen (ohne Verwendung der Semantik, Modellmengen)
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Logische Kalkiile

Verfahren zur schrittweisen syntaktischen Ableitung
von sematischen Folgerungen (Formeln)
aus einer Menge von Formeln (Hypothesen)

Definition von
Axiomen (Schemata fiir) Formeln

Schlussregeln zur syntaktischen Ableitung von Folgerungen aus
Formelmengen (Axiomen, Hypothesen, Annahmen)
oft mehrere Voraussetzungen und eine Folgerung

Ableitungen (und Beweisen) durch geeignete Kombinationen von
Schlussregeln (Baumstruktur)
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Kalkile - Definition

Kalkiil K = (A, R) mit Mengen von

Axiome A, d.h. (Schemata fiir) Formeln, deren
Giiltigkeit vorausgesetzt wird,
Schlussregeln R zur syntaktischen Ableitung von
Folgerungen (weitere giiltige Formeln) aus
Formelmengen (Axiomen und Hypothesen)

haufige Darstellung von Schlussregeln als Verzweigung (nach oben):

QO]. (pn
G

> Voraussetzungen (oben): ¢1,..., ¢,
» Folgerung (unten): ¢

Beweis im Kalkiil = Baum mit
> Blatter: Axiome

» innere Knoten: (instanziierte) Schlussregeln
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Aussagenlogische Resolution — Idee

Folgerungsproblem: gegeben: Formelmenge ¢
und Formel
Frage: Gilt ® =7

Idee:

schrittweise Erweiterung der Formelmenge ¢ durch
Hinzufiigen von semantischen Folgerungen v aus ¢
(also Formeln ¢ mit ® = ).

Dabei bleibt die Modellmenge unverdndert,
d.h. Mod(® U {¢}) = Mod(®).

Spezialfall i = f:
® |= I gilt genau dann, wenn ¢ unerfiillbar ist
(einen Widerspruch enthilt).

(Warum?)
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Aussagenlogischer Resolutionskalkiil

Resolutionsregel fiir 1,7 € AL(P) und Aussagenvariable p € P:

YVp  opVy
YV

(R)

alternative Darstellung:

Y —=p P (R)
=
gegeben: Formelmenge ¢
Formel v
Frage: Giltd =y ?

Idee: Schrittweise Erweiterung der Formelmenge ® um semantische
Folgerungen der Form ¢ vV, falls {p V¢, - pV n} C ®
(Anwendung der Resolutionsregel)

Spezialfall: ® enthilt nur Klauseln
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Mengendarstellung von Formeln in CNF

i=1j=1
WH: Disjunktionen \/1
Spezialfall: leere Klausel mit m; =0

\//_\//,_f

ied

71 lij heiBen Klauseln

Reprasentation der CNF ¢ als Menge von Klauseln:

e=AViy = \Vljlie{l....n}
j=1

i=1j=1
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Beispiele fiir CNF als Klauselmengen

Notation:
> Jede Klausel enthélt jedes Literal nur einmal.
(keine Einschrankung, weil Yo € AL(P) : o V ¢ = )
> Literale in jeder Klausel in alphabetischer Reihenfolge
(keine Einschrankung weil V kommutativ).

> Mengen enthalten jede Klausel nur einmal.
(keine Einschrankung, weil Yo € AL(P) : p A p = )

aVbVv-cVa

aNbA-cAa
(av-bVva)A(bVva)A(—cVa)
(av-b)A(-cVva)A(aVvb)A(bVa)

{aV bV ~c}
{a, b, ~c}

{aV =b,aV b,aV —c}
{aV =b,aV b,aV —c}

U

73



Resolutionsprinzip

Regel allgemein: Regel fiir Klauseln:

PV nV =l (R) WV Vi,V /{\/...\//"n\/ﬁ/
YV / ] R)
AVERA

Resolvente R=h V-V I, VI V-V I

Beispiele:
» Klauseln Kt =aV-bVcund Ky =—-cVvdV—e
haben eine Resolvente R =aV bV dV —e
» Klauseln Ki =aVv -bund K =—-aVvV bV -c
haben zwei Resolventen Ry = bV bV —¢c, Ry =—aVaV —c

Satz (Resolutionslemma)

Fiir jede CNF (Klauselmenge) ® und die Resolvente R zweier
Klauseln aus ® gilt

Mod(®) = Mod(® U {R})
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Ableitungen durch Resolution

Resolutionsableitung aus einer Klauselmenge ¢ (CNF):
endliche Folge C, ... C, von Klauseln, wobei fiir jede Klausel C;
gilt:

> C; € ¢ oder

» (; ist eine Resolvente von Klauseln C;, Cx mit j </ und k < /.
Resolutionsableitung der Klausel ¢ aus Klauselmenge :

Resolutionsableitung Ci,...C, in @ mit C, =

Beispiel: Resolutionsableitung von d aus

®={avbVcbVvd,—mavd,-cVd}

G G G Cy
R(Cl,G)=aVvbvd, R(G,C)=bVd, R(Cy,Cs)=d
C5 CG

Baumdarstellung
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Resolutionsableitungen nach f

Problem:
Es existiert keine Resolutionsableitung von —aVV =bV d aus

®={aVvbVec,~bVd —aVvd,—cVd}
aber es gilt  =—-aVv —-bVd.

Losung:
» Es gilt & = ¢ gdw. ® U {—¢} unerfiillbar.

» Unerfiillbarkeitsbeweis fiir ® U {—1} durch
Resolutionsableitung von f aus ® U {—-%} (Klauselform)

Beispiel: Resolutionsableitung von f aus

duU{}={avbVvec,-bVvd,—aVvd,~cVd,a,b, ~d}
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Was bisher geschah

Modellierung von Aussagen in (klassischer) Aussagenlogik

Syntax:

| 2

vVvyvyYVvyy

induktive Definitionen von Formelmengen: AL(P), AL (P)
Baumstruktur von Formeln

Beweise durch strukturelle Induktion

Junktorbasen

Normalformen: NNF, CNF, DNF

Aussagenlogischer Resolutionskalkiil

Semantik:

v

| 2
>
»
>
>
>

Wahrheitswerte von Formeln unter Belegungen

Modelle von Formeln und Formelmengen

Modellmengen von Formeln und Formelmengen
erfiillbare, allgemeingiiltige Formeln

semantische Aquivalenz von Formeln

semantisches Folgern von Formeln aus Formelmengen
Transformation von Folgerungs- in Erfiillbarkeitsprobleme



Ableitungen im Resolutionskalkiil

Schon gezeigt:
Fiir jede Formelmenge ® C AL(P) und jede Formel ¢ € AL(P) gilt:

dEY gdw. U {} unerfiillbar

Die Formel 1 ist genau dann aus der Formelmenge ¢
durch aussagenlogische Resolution ableitbar, wenn
eine Resolutionsableitung fiir f aus ® U {—¢} existiert.

Beispiele:
P e ist durch aussagenlogische Resolution aus
{avbVec,(aVb)—d,c— e ~d} ableitbar.

> (=pVq)A (=g Vr)ApA-rist unerfillbar.
> o= (qAr)V(=pA-gAr)VpV(-pA-r)ist allgemeingiiltig.
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Modellierungsbeispiel Taxi (Resolution)

Wenn der Zug zu spat kommt und kein Taxi am Bahnhof steht, ist Tom
nicht piinktlich. Der Zug kam zu spat und Tom ist piinktlich.

& ={(zA-t) = —p,zAp}

Frage: Stand ein Taxi am Bahnhof? ¢ = ¢
Ableitung von 1) aus ® durch Resolution:

1. Transformation von ® in Klauselmenge: ¢ =zVtV-p, z , p
—_——

1 2 3
2. direkte Resolutionsableitung von t aus @ (funktioniert hier auch)
RG,1p) = -zvt (4)
R(2,4,z) = t (5)

2'. Resolutionsableitung von £ aus ® U {—t}(4) (funktioniert immer)
R(3,1,p) = —-zVvt (5)
R(2,52z) = t (6)
R(6,4,t) = f
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WH: Normalformen
CNF: ALy (V2 i) DNF: Vg (AT i) mit Literalen 1y

Satz

Zu jeder Formel ¢ € AL(P) existieren
» eine dquivalente Formel ¢ € AL(P) in NNF,
» eine dquivalente Formel ' € AL(P) in CNF und
» eine dquivalente Formel " € AL(P) in DNF.

Transformation beliebiger Formeln in Normalformen:

1. {V,A,~} ist eine Junktorbasis, d.h.
Formeln mit Junktoren —, <+, t, f' lassen sich in dquivalente Formeln
mit ausschlieBlich den Junktoren V, A, = umformen

2. Konstruktion einer NNF durch (ggf. mehrmalige) Anwendung der
deMorganschen Regeln

3. Konstruktion der CNF und DNF durch (ggf. mehrmalige)
Anwendung der Distributivgesetze auf die NNF



Erfiillbarkeitsproblem fiir AL (SAT)
Aufgabe SAT:

gegeben: beliebige Formel ¢ € AL(P)
?

Frage: Ist ¢ erfiillbar (satisfiable) ( Gilt Mod(y) # 07)

Instanz, z.B.

p=((zNn~t) = p)A(zAp) At

einige mogliche Losungsverfahren:
semantisch : Berechnung der Modellmenge (WW-Tabelle)
syntaktisch :

» dquivalente Umformungen (¢ = f)
» aussagenlogische Resolution von f aus ¢
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DNF-SAT

Aufgabe DNF-SAT: gegeben: DNF ¢ = \/7"; A I;; € AL(P)
Frage: Ist @ erfiillbar?
Instanz, z.B. (p A—=gA=p)V(gApA—q)V(=pA—q)
Losungsidee:
» o ist genau dann erfiillbar, wenn (wenigstens) eine der m
Konjunktionen /\ ", I j erfiillbar ist.

» Konjunktion /\j.;1 li j ist genau dann unerfiillbar, wenn fiir eine
Aussagenvariable x € var(y) gilt: {x,—~x} C {/i; |j€{1,..., k}}
(Widerspruch).

Losungsverfahren:

» fiir jede Konjunktion der DNF Widerspruchsfreiheit iiberpriifen,
Falls eine widerspruchsfreie Konjunktion gefunden:
DNF erfiillbar, sonst DNF unerfiillbar

> Uberprﬂfung der Widerspruchsfreiheit einer Konjunktion:

fiir jedes Literal tiberpriifen, ob Negation in derselben Konjunktion,

falls gefunden: diese Konjunktion unerfiillbar

DNF-SAT ist einfach (schnell) zu I&sen.
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CNF-SAT
Aufgabe CNF-SAT:

gegeben: CNF o = AT,
Frage: Ist @ erfiillbar?

%1 Iy € AL(P)

Instanz z.B. (pV gV r)A(gVpV-r)A(—-pV—q)
Losungsansatze:
> Test aller moglichen Belegungen, hoher Aufwand
(fiir groBe Anzahl an Aussagenvariablen unpraktikabel)
» Umformung in eine zu ¢ dquivalente DNF )
Test von v auf Erfiillbarkeit
(fiir groBe Anzahl an Aussagenvariablen unpraktikabel)
» Konstruktion einer Formel ¢ mit
1. 4 erfiillbar gdw. ¢ erfiillbar und
2. Erfiillbarkeit fiir ) einfach zu testen
CNF-SAT ist die dem menschlichen Formulieren von Bedingungen
naheliegendste Form, aber schwierig zu I6sen. (hoher Zeitaufwand)
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2-CNF und 2SAT
2-CNF: Formel der Form

m ki
e= A\l mit vie{l,....m}:k<2
i=1j=1
Beispiele:
» (pVvVqg)A(—pVr)A-qist 2-CNF,
> (pVg)A(=pVg)A(pV—g)A(-pV —q) ist 2-CNF,
» gV -pVrist CNF (und DNF), aber keine 2-CNF
Aufgabe 2SAT:

gegeben: 2-CNF ¢
Frage: Ist ¢ erfiillbar?

2SAT ist einfach (schnell) zu I6sen. (hier ohne Beweis)
Aber:
Nicht zu jeder Formel ¢ € AL(P) existiert eine dquivalente 2-CNF.
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3-CNF und 3SAT
3-CNF: Formel der Form

m k,‘
QOZ/\\//,'J mit ViE{l,...,m}:k;§3
i=1j=1

Instanz z.B. (pV =gV r)A(gV pV-r)A(-pV—q)
Aufgabe 3SAT:

gegeben: 3-CNF ¢
Frage: Ist ¢ erfiillbar?

bekannt (hier ohne Beweis):

Zu jeder Formel ¢ € AL(P) lasst sich eine erfiillbarkeitséquivalente
3-CNF konstruieren.

bekannt (Beweis im Master-Studium):

3SAT ist schwierig zu lésen. (zeitaufwendig, NP-vollsténdig)
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SAT-Solver

SAT-Solver: Werkzeug zum Lésen von (CNF-)SAT-Instanzen
SAT-Solver

» benutzen heuristische Verfahren,
» finden fiir praktische Probleme oft schnell eine Lésung,

» meist Ausgabe eines Modells (wenn wenigstens eins existiert)

aktive Forschung auf diesem Gebiet:
jahrlich Wettbewerbe (www.satcompetition.org/)

typische Anwendung von SAT-Solvern:

1. Modellierung des urspriinglichen Problems P als CNF ¢ in
DIMACS-Format (oft maschinell),

2. Losung mit SAT-Solver
3. Ubersetzung erfiillender Belegung fiir ¢ in Lésung fiir P
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Modellierungsbeispiel: Zuordnung Person — Land
In einem Eisenbahnabteil sitzen die Herren Lehmann und Miiller.
Einer ist Sachse und einer Thiiringer.

Welche Zuordnungen sind méglich?
Modellierung in Aussagenlogik:
Aussagenvariablen: P = {LS,LT, MS, MT}
LS Herr Lehmann ist Sachse.
LT Herr Lehmann ist Thiiringer.
MS Herr Miiller ist Sachse.
MT Herr Miiller ist Thiiringer.
Jeder der beiden Personen kommt aus genau einem Land, also
1. Jede Person kommt aus wenigstens einem Land.
LSV LT, MSV MT

2. Aus jedem Land kommt wenigstens eine Person.
LSV MS, LTV MT

3. Jede Person kommt aus hochstens einem Land.
LS - LT, LT - LS, MS - -MT,MT — -MS
oder (dquivalent) =LS V =LT,-MS Vv -MT

4. Aus jedem Land kommt hdchstens eine Person. (analog)
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Losung mit SAT-Solver

Eingabe im DIMACS-Format fiir CNF (ASCII):

> erste Zeile enthilt Typ (cnf), Anzahl der Aussagenvariablen und
Disjunktionen (z.B. p cnf 4 8)

> Aussagenvariablen {1,...,n}

> jede Disjunktion (Klausel) eine Zeile, 0 markiert Ende der Klausel
- statt —, Literale durch Leerzeichen getrennt,

Darstellung der Zuordnungs-Aufgabe als CNF in DIMACS-Format

p cnf 4 8
1:LS, 2:LT, 3:MS, 4:MT
2
4

W =0

0
0

Losung mit SAT-Solver, z.B. minisat, Ausgabe: eine erfiillende Belegung

SATISFIABLE

1-2-340

Interpretation der SAT-Solver-Ausgabe als (ein) Modell:

LS (1) und MT (4) sind wahr, also Lehmann Sachse, Miiller Thiiringer.
fir weitere Modelle zusatzliche Klauseln, die bekanntes Modell verhindern
im Beispiel: Zeile -1 2 3 -4 0 hinzufiigen
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Einsatz von SAT-Solvern

typische Anwendungen fiir SAT-Solver z.B.
» Zuordnungen (mit vielen beteiligten Individuen),
z.B. Ressourcen-Planung
» Aufgabenverteilung
» Planen, z.B. Stundenplan
» Job-Scheduling (Betriebssystem)
» Constraint-Lésen, kombinatorische Suchprobleme,
z.B. Graph-Farbungen (Register-Zuordnung, Sudoku)
» Folgerungsprobleme, z.B.

» Schaltkreisentwurf und -verifikation
» Konfiguration von Hard- und Software
» Model-Checking (Verifikation von Software und Systemen)
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Was bisher geschah
Modellierung von Aussagen
zur Beschreibung von Situationen, Anforderungen
(klassische) Aussagenlogik

» Syntax: Atome sind Aussagenvariablen, Junktoren
VLA, =,
induktive Definition: Baumstruktur der Formeln
strukturelle Induktion
» Semantik: Belegungen, WW-Tabellen, Modellmengen
erfiillbare, allgemeingiiltige Formeln, Aquivalenz von Formeln
» semantisches Folgern, syntaktisches SchlieBen
(Resolutionskalkiil)

v

Erfiillbarkeits-Aufgaben

» Modellierungsbeispiele, Anwendungen

» SAT-Solver

» Transformation von Allgemeingiiltigkeits- und
Folgerungsfragen in Erfiillbarkeitsfragen



Modellierung von Daten durch Mengen

Naiver Mengenbegriff von Georg Cantor (1845-1918):

Eine Menge ist eine Zusammenfassung bestimmter,
wohlunterschiedener Dinge unserer Anschauung oder unseres
Denkens, welche Elemente der Menge genannt werden, zu einem
Ganzen.

Mengen werden dargestellt:

extensional durch Angabe aller Elemente
(nur fiir endliche Mengen moglich)
Beispiel: {0,1,2,3}, {{a},5,{a, b}}

intensional durch Angabe der gemeinsamen Eigenschaft aller
Elemente (oft durch pradikatenlogische Formeln)
Beispiele:
{x|(xeN)A(x<4)} ={xeN|x<4}
{x|xeNAJy((y e N)A(x =2y +1))}
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Modellierungsbeispiel Skatkarten (extensional)

Modellierung:
» Jede Karte hat Farbe und Wert (wichtig)
» deutsches oder franzésisches Blatt? (egal)
» Ordnung zwischen Karten derselben Farbe (wichtig)

zB.7<8<9<10< B < D < K < A bei Null-Spiel
» Bedienregeln
» Trumpfregeln

Formale Darstellung der Karten:
Jede Karte ist eindeutig reprasentiert durch Paar von

Farbe aus der Menge F = {{, 0, &, &} und

Wert  » Zahl aus der Menge Z = {7,8,9,10} oder
» Bild aus der Menge B = {B, D, K, A}
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Modellierungsbeispiel gerade Zahlen (intensional)
Gerade Zahlen sind genau die durch 2 teilbaren ganzen Zahlen.

Individuen: Z (Menge aller ganzen Zahlen)
Eigenschaften: gerade
Beziehungen: Teilbarkeit ganzer Zahlen (a|b)
praziser mit Definition der Teilbarkeit:
x € Z ist genau dann gerade, wenn 2|x
X € Z ist genau dann gerade, wenn ein y € Z mit 2y = x existiert.

Bedingung fiir , x ist eine gerade Zahl" als pradikatenlogische Formel:
(x € Z) A Iy((y € Z) A (2y = X))

Menge aller geraden Zahlen:
{x|(xeZ)A3Iy(y € Z) N (2y = X))}

= {xeZ|IW(yeZ)r 2y =x))}
= {ylyeZy =22

Was sind analog 3Z, 1Z, 0Z 7 90



Endliche Mengen
Menge A heiBt endlich gdw. eine Zahl n € N existiert,
so dass A genau n Elemente enthilt.
Die leere Menge () ist die (eindeutig bestimmte) Menge,
die kein Element enthilt.

Beispiele:
> {x|(xeN)A(x <10)} endlich
» {x|(x € N)A(x ist gerade ) A (x < 100)} endlich
» {x|(x € N)A (x ist gerade ) A (x > 100)} nicht endlich
» {x|(x €Z)A(xist gerade ) A (x < 100)} nicht endlich
» {x|(x €Z) A (xist gerade ) A (x ist ungerade )} = ) endlich
» {x| x ist Primzahl } nicht endlich (Widerspruchsbeweis)
|A| heiBt Machtigkeit (Kardinalitat) von A.
Beispiele:
> {0, 0, 8.8} =4
» |{rot, griin, blau}| =3
> {x|xe NAx<10}| =11
» |{a,b,{a, b}, {a,a b}, b} =3
> 0] =0
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Beziehungen zwischen Mengen

€ Element-Relation
Notation x € M fiir: x ist Element der Menge M
Negation kurz ¢: a ¢ M gdw. —(a € M)
Beispiele: a € {a, b,2}, {a} & {a, b,2}

Teilmengen-Relation

AC Bgdw.Vx(x € A— x € B)

Beispiele: {a, b} C {2,a, b,{2}}, {a} C {a},
{a} € {{a}}, aber {a} € {{a}}

= Mengengleichheit
A= B gdw.Vx(x € A« x € B)
Beispiele: {a, b,2} = {2, a, b,2}, {a, b,2} # {a,{b},2}

C echte Teilmenge
AC Bgdw. (AC B)A—-(A=B)
Beispiele: {2, a} C {a, b, 2},
{2,a} £ {2,a} . {2,4,b} 7 {2,3}

N

92



Operationen auf Mengen

Vereinigung AUB={x|(x€ A)V (x € B)}
(x € (AUB)) « ((xe A)V(x e B))
Beispiel: {a,c,d} U {b,c} ={a,b,c,d}

Schnitt ANB={x|(x€ A)A(xeB)}
(xe (AN B)) < ((x € A)A(x € B))
Beispiel: {a,c,d} N {b,c} = {c}
Differenz A\ B = {x | (x € A) A ~(x € B)}
(x € (A\ B)) <> ((x € A) A —=(x € B))
Beispiel: {a,c,d} \ {b,c} ={a,d}
symmetrische Differenz AAB = (A\ B)U(B\ A)=(AUB)\ (AN B)
Beispiel: {a,c,d}A{b,c} ={a,b,d}
Nachweis (A\ B)U(B\ A)=(AUB)\ (AN B)
bei gegebenem Universum U mit A C U:
Komplement A= U\ A = {xe€ U|~(x € A)}
(x € A) & —=(x € A)
Beispiel: Fir U = {a, b, ¢, d} gilt {a,c} = {b,d}
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Wichtige Beziehungen zwischen Mengenoperationen

(analog Regeln fiir =, V, A in der Aussagenlogik)
Fiir alle Mengen A, B, C gilt

> AUA=A ANA=A

> AUD=A AND =1,

» AUB=BUAund ANB=BNA
(Kommutativitat von N und U)

» AU(BUC)=(AUuB)UC
AN(BNC)=(ANB)NC
(Assoziativitdt von N und U)

» AN(BUC)=(ANnB)U(ANC)
AU(BNC)=(AUB)N(AU )
(Distributivgesetze)

> A=A

» AUB=ANBund ANB=AUB
(DeMorgansche Regeln)

» ANB=AUBund AUB=ANB
(Dualitat von N und U)




Disjunkte Mengen
Mengen A und B mit AN B = () heiBen disjunkt.
Beispiele:

>

>

>

>

|

{a, b} und {c, d} sind disjunkt, weil {a,b} N {c,d} =0

{a, b} und {b, ¢} sind nicht disjunkt, weil {a, b} N {b,c} = {b} #0
Jede Menge M ist disjunkt zu ), weil M N () =0

27 und 27Z + 1 sind disjunkt

27 und 3Z sind nicht disjunkt, weil 0 € 2Z N 37Z, also 2Z N 3Z # ()

Mengen Ay,..., A, heiBen genau dann paarweise disjunkt,
wennVie{1,....n}Vje{l,....n}\{i} : AinA; =0
Beispiele:

>

>

A1 ={a,d}, Ay = {c}, As = {b, e} sind paarweise disjunkt, weil
AiNAy={a,d}n{c} =0, AiNA;s={a,d} N{b,e} =0 und
AzﬂA3:{c}ﬂ{b,e}:®

Ay ={a,d}, Ay = {c}, A3 = {b, d} sind nicht paarweise disjunkt,
weil Ay NA;s ={a,d} N{b,d} ={d} #0
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Zerlegungen (Partitionen) von Mengen
Eine Familie {A; | i € I} paarweise disjunkter nichtleerer Mengen A; mit
JAa =8
i€l
heiBt Zerlegung (Partition) der Menge B.
Beispiele:
> {{a, b}, {c}} ist eine Zerlegung der Menge {a, b, c},
—— =~
AL As
weil Ay N Ay ={a, b} N{c}=0und
AirUA, ={a, b} U{c} ={a, b, c}
> {{a}, {b}, {c}} ist eine Zerlegung der Menge {a, b, c}
_— O~ =~
A A As
> {{a,b}, O ,{c}} ist keine Zerlegung der Menge {a, b, c}
~—— N~
A Az As
> {{a}, {c}} ist keine Zerlegung der Menge {a, b, c},
-~~~

Ax Ax
aber eine Zerlegung der Menge {a, c}

> {2N,2N + 1} ist eine Zerlegung der Menge N, {2N, 3N, 4N} nicht 9



Potenzmenge
Die Potenzmenge 24 einer Menge A ist die Menge aller Teilmengen

von A
2" ={B| B C A}

Beispiele:
> Fiir A= {0} gilt 24 = 2{% = {§, {0}},
> Fiir A= {Q} gilt 24 = 29 = {), {V}},
> 2020k = {9, {a}, {b}, {c},{a b}, {b,c}. {a,c},{a b, c}},
> Fiir A= {0} gilt 22") = 2(") = {9, {0}, {{0}}, {0, {0}}},
» Amtssprachen in der Schweiz:
S = {Deutsch, Franzésisch, ltalienisch, Ratoromanisch}
mogliche Amtssprachkenntnisse der Bewohner: 2°
Machtigkeit der Potenzmengen endlicher Mengen:

Fiir jede endliche Menge A gilt ‘2’4’ = 2lAl

Beweis durch Induktion iiber |A|
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Modellierungsbeispiele mit Potenzmengen

> Menge aller Moglichkeiten, die Bauteile A, B, C, D
einzusetzen (nicht notwendig alle, jedes hochstens einmal)
= Menge aller Teilmengen der Menge {A, B, C, D}
— 2{AB,C.D}

Anzahl aller Moglichkeiten:
|2{A,B,C,D}’ — ol{AB,C.D} — 24 _ 16

» Menge aller in einem Skatblatt aus 7 Karten méglichen
Farbkombinationen
= Menge aller nichtleeren Teilmengen von {{$, 0 #, &}
= 2{0.O.Md}\ (1
(2% — 1 = 15 Méglichkeiten)

98



Was bisher geschah
Modellierung von Aussagen
in klassischer Aussagen-Logik
Modellierung von Daten durch Mengen
» Darstellung:

extensional durch Angabe aller Elemente
(nur fiir endliche Mengen moglich)
intensional durch Angabe der charakterisierenden
Eigenschaft aller Elemente der Menge
(als pradikatenlogische Formel)

leere Menge ()

Mengenbeziehungen €, C, =, C
Mengenoperationen U, N, ,\,A
Méchtigkeit (Kardinalitat) endlicher Mengen
disjunkte Mengen, Zerlegungen
Potenzmenge der Menge M: 2M



Aussonderungsprinzip
Zu jeder Menge A und jeder Eigenschaft P existiert eine Menge

B ={x|(x € A) A (x hat die Eigenschaft P)} = {x € A| P(x)}

Beispiele:

» A = Menge aller Fahrrader und ( P(x) gdw. x rosa )
B = Menge aller rosa Fahrrader

> A = Menge aller Skatkarten und
P(x) gdw. x bedient (#,A) (in Null-Spiel)
B={(&W)|We{7,80910,B,D,K}}

» A= {x|(x € N)A(x <100)} ={0,...,100} und
( P(x) gdw. x gerade)
B ={x|(xeN)A(x <100)A (2|x)}

» A=2Nund ( P(x) gdw. x <100 )

» A=Nund ( P(x) gdw. 2|x und x < 100 )
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Russells Paradox

(Problem der naiven Mengenlehre)

Annahme:

Es existiert eine Menge A, die alle Mengen (als Elemente) enthilt.
Nach Aussonderungsprinzip mit Eigenschaft P(x) gdw. —(x € x)
existiert dann auch die Menge

B={x|(x€ A)AP(x)} ={x|(x € A)A~(x € x)}

Frage: Gilt B € B?
Weil B eine Menge und jede Menge Element von A ist, gilt B € A. ()
Fiir jede Menge x gilt (x € x) oder =(x € x), also zwei Fille fiir x = B:

1. (B € B): nach Def. von B also B € A und —(B € B) (Widerspruch)

2. —(B € B): nach Def. von B also =((B € A) A =(B € B)), wegen
-((Be A)A=(B € B))=-(B € A)V (B < B), also zwei Fille:
2.1 =(B € A): Widerspruch zu (B € A) in (%)
2.2 (B € B): Widerspruch

Annahme fiihrt in in allen Fallen zum Widerspruch, ist damit widerlegt.
Eine solche Menge A, die jede Menge (und damit insbesondere auch B)
als Element enthalt, kann nicht existieren.

alternative Formulierungen: Barbier, Kreter 100



Mogliche Losungen

» axiomatischer Aufbau der Mengenlehre
Fundierungsaxiom:
Keine Menge kann sich selbst als Element enthalten.

» Klassentheorie (Mengen, Klassen, echte Klassen)
Klasse aller Mengen ist echte Klasse
» Typentheorie (Hierarchie)
alle Elemente einer Menge M haben niedrigeren Typ als M
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(Kartesisches) Produkt von Mengen

Ax B={(xy)|(xeA)A(yeB)}

Beispiele:
» {a,b} x{1,2,3} ={(a,1),(a,2),(a,3),(b,1),(b,2),(b,3)}
> {1,....,m} x{1,...,n}

—{(ij) T € {Lo,my A€ {1, n}}
haufig als Indexmenge in Matrizen, digitalen Bildern,. ..

» Namen = Vornamen x Familiennamen

v

Telefonbuch = ( Namen x Vornamen ) x Nummer

» Zeit = ( Stunde x Minute ) x Sekunde
= ({0,...,23} x {0,...,59}) x {0,...,59}

Fiir alle endlichen Mengen A und B gilt |A x B| = |A| - | B|
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Beispiele

> (1,2) € ({0,1} x {1,2}), aber (1,2) ¢ ({1,2} x {0,1})
({0, 1} x {1,2}) N ({1,2} x {0,1}) = {(1,1)}
> Cafeteria-Essen aus
{Bratwurst, Wiener, Knacker} x {Kartoffelsalat, Nudelsalat}
3 -2 =6 Moglichkeiten
» 1215 mogliche (gemischte) Tanzpaare aus
je einem von 12 Mannern und je einer von 15 Frauen

> {a} x N={(a,0),(a,1),(a,2),...} ={a0,a1,a2,...}
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Eigenschaften des Produktes von Mengen

» X ist nicht kommutativ
z.B. {a, b} x {1,2} = {(a,1),(a,2), (b, 1), (b, 2)}
#{1,2} x{a, b} ={(1,9),(2,4), (1, b), (2, b)}

» X ist ,fast” assoziativ,
(Ax B)x Cund Ax (B x C) mit Ax B x C identifizierbar
zB. ({a} x {1,2}) x {a, 8} = {(a,1),(a,2)} x {a, B}
={((a,1),0),((a,2), @), ((a,1), 8), ((2,2), 8)}
und {a} x ({1,2} x{e, B}) = {a} x {(1, @), (1,5),(2, @), (2,5)}
={(a,(1,2)),(a,(2,2)), (a,(1,8)), (a,(2,8))}
lassen sich beide eineindeutig zuordnen zu
{(a,1,0),(3,2,),(a,1,6),(a,2,8)} CAxBx C

» Distributivgesetze: Fiir alle Mengen A, B, C gilt
(AUB)x C=(Ax C)U(B x C) und )
(ANB)xC=(AxC)N(Bx () (UA)
» Fiir jede Menge A gilt A x () = 0.
» Fiir alle Mengen A, B, C gilt:
Aus AC Bfolgt AxCC BxC
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Modellierungsbeispiel Skatkarten

Formale Darstellung der Karten:

Jede Karte ist eindeutig reprasentiert durch
Farbe aus der Menge F = {{, 0, &, &} und
Wert ~ » Zahl aus der Menge Z = {7,8,9,10} oder

» Bild aus der Menge B = {B, D, K, A}
Menge aller Werte W = ZU B
Menge aller Karten:

K={(x,y) | xe FANye W} =F x(ZUB)

Verteilung der Karten nach dem Geben:
» Skat: S = {ks,la ks’2} C K mit ‘5‘ =2
» fiir jedes i € {1,2,3} Blatt des Spielers i
B; = {k,'71, RN k,'710} C K mit |B,‘| =10
wobei
1. BlﬁBQZ(Z), 81083:@, BQﬂB:),:@,
SNB1=0,SNB,=0, SN B3 =0 und
2. K=SUBiUByU B3
Also ist {S, B1, By, B3} eine disjunkte Zerlegung von K.
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Vereinigung disjunkter Mengen
Vereinigung AUB = {x | (x € A)V (x € B)}
Beispiel: Kunden K = {a, b, d}, Lieferanten L = {b, c, d},
Vereinigung G = KU L = {a, b, ¢, d} (Geschéftspartner)
enthalt keine Information dariiber, ob b Kunde oder Lieferant ist

Idee: Mengen vor Vereinigung durch Hinzufiigen einer
Kennzeichen-Komponente , disjunkt machen”

(Verwaltung von Paaren aus Kennzeichen und Element)
Disjunkte Vereinigung der Mengen {A;};c; mit Indexmenge [:

A= UIA; mit A= {i} x A; = {(i,x) | x € A}
e

Machtigkeit der disjunkten Vereinigung der Mengen {A;}ic;:

U4 = Ua| =S

iel i€l
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Beispiel Geschaftspartner

Menge aller Kunden: Ax = {a, b,d}
Menge aller Lieferanten: A, = {b,c,d},
Kennzeichnung (Indexmenge) | = {K, L}

vvyyypy

gekennzeichnete Geschéaftspartner:
Kunden: A, = {K} x Ax = {(K, a), (K, b), (K, d)},
Lieferanten: A] = {L} x A, = {(L, b), (L, c),(L,d)}

» Menge aller gekennzeichneten Geschaftspartner:
A UA, ={(K,a),(K,b),(L,b),(L,c),(K,d),(L,d)}

Anzahl der (gekennzeichneten) Geschaftspartner

Ak U AL = [A UAL] = A + ALl = 6
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Was bisher geschah

Modellierung von Aussagen in klassischer Aussagen-Logik

Modellierung von Daten durch Mengen

P extensionale und intensionale Darstellung
Michtigkeiten von (endlichen) Mengen |M|
Beziehungen zwischen Mengen C, =, C
leere Menge ()
Potenzmenge 2M
Mengen-Operationen U, N, ,\, A,
Zerlegungen

vVvVvvyVvVvVvyyy

disjunkte Vereinigung
» (kartesisches) Produkt x

Modellierungsbeispiele



Kartesisches Produkt mehrerer Mengen

X A=A X xAy={(x1,...,x0) | Vi€ {l,....n}: x; € A}

Fiir endlich viele endliche Mengen A; gilt
X Aj| = H Al
= i=1
Beispiele:
» 5-Gange-Menii: Auswahl aus

v

3 Vorspeisen, 2 Suppen, 5 Hauptgerichten, 3 Desserts, 2 Kise
3-2-5-3-2 =180 mogliche Kombinationen

[{0,1}|" = 2" Binarwérter mit n Stellen
103 héchstens dreistellige Dezimalzahlen

6> verschiedene Ergebnisse beim fiinfmal aufeinanderfolgenden
Wiirfeln mit einem Wiirfel

6 verschiedene Ergebnisse beim Wiirfeln mit fiinf
verschiedenfarbigen Wiirfeln
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Iterierte Produkte einer Menge

n
AT = XA
i=1
A = {2} mit leerem Wort ¢
A= A (=A%UA U ={e}UAlU--
neN
At = | A=A {g}
nEN\{0}

(Notation: statt € mitunter auch (), [])
Elemente aus A", AT, A* heiBen (endliche)
» Folgen (Vektoren) (a1, az,...,an),
» Listen [a1, a2,...,an], [31, a32,...] oder

» Worter (Strings) aiap ... ap

)
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Iteriertes Produkt — Beispiele

>

>

| 2

{0,1}* Menge aller Bindrworter (beliebiger Lange)

z.B. 10,10010, 010, ¢

Menge aller Binarworter der Lange 3

{0,1}3 = {000, 001,010,011, 100,101,110, 111}
{0,1,2}* Menge aller Terndrworter (beliebiger Lange)
z.B. 20,1202010, ¢

Menge aller Ternarworter der Lange 2

{0,1,2}2 = {00,01,02,10,11,12,20, 21,22}

{0} U ({1,2,3,4,5,6,7,8,9} x {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}*)
Menge aller natiirlichen Zahlen in Dezimaldarstellung (ohne
fiihrende Nullen)

{a, b}* alle Worter (beliebiger Lange), die nur Buchstaben aus
der Menge {a, b} enthalten , z.B. aba, ababa, aaaa, bbbaaa,

{{a, b}*}* alle Folgen (Listen) solcher Warter
z.B. [a, aa, aaa], [ba), e, [e,¢&,¢€]
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Folgen

Folgen (Listen, Worter) werden definiert:
extensional durch Angabe der Elemente und ihrer Reihenfolge
Beispiele: 3210, [1,4,9, 16, 25|, abababababa
intensional durch Angabe einer Eigenschaft, die fiir jeden Index i
das i-te Element eindeutig bestimmt.
Beispiele: (4 — i)i<i<a, (1?)ieqa,...5)

i a fallsie?2Z
(wi)o<i<io mit w; = { 2 foll
(Vi)ien mit v; = { a falls e 2Z
b sonst

(i%)ien = [0,1,4,9,...], 3)ken = [3,3,3,3,.. ]

Lange der Folge (an)ner:
Anzahl der Elemente (= Machtigkeit der Indexmenge | C N)
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Modellierung durch Mengen und Folgen

» Menge aller Skatkarten in einem Spiel:
5={0,0,4,&} x ({7,8,9,10} U{B, D, K, A})
» Folge aller Unter (B) nach Wert aufsteigend geordnet
[(%, B), (4, B), (¥, B), (¢, B)] € $*
> Folge aller Karten der Farbe & nach Wert (Nullspiel)
aufsteigend geordnet
[(#.7).(4.8).(4.9). (#.10), (A, B), (4, D), (4, K), (A, A)] € S°
» Menge aller Moglichkeiten der (zwei) Karten im Skat:
{{hk} |heSAkeSAh#k}={MCS|2=|M|} C2°
(Warum nicht C $2 7)
» Blatt = Menge aller Karten auf der Hand (zu Beginn des Spieles)
B € 2° mit |B| = 10 (10 verschiedene Karten)
> Kartenficher (zu Beginn des Spieles): Folge (ki, ..., ko) € S mit
[{ki,...,kio}| = 10 (alle Karten verschieden), z.B.
[(&. B), (D, B), (€, A), (,9), (&, A), (%, K), (,9), (©,10),(©,8), (¥, 7)]
» Stich: Folge von drei nacheinander gelegten Karten
(geordnetes Tripel) (ki, ko, k3) € S® mit |{ki,...,ks}| =3

» Spiel: Folge der (wihrend des Spiels gefallenen) Stiche € (53)10
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Zusammenhange Folgen — Mengen

zu gegebener Folge (ap)ner:
» Menge {a, | n € I} der Elemente der Folge (an)nes

(eindeutig)
> Folge [1,4,9,16], Menge der Elemente {1,4,9,16}
> Folge [a, a, a,...], Menge der Elemente {a}

(Gegebene Folge nicht eindeutig rekonstruierbar)

» Menge aller Anfangsstiicke der Folge (eindeutig)
Beispiel: (2")nen, Menge {¢,[1],[1,2],[1,2,4],...}
(Folge lasst sich eindeutig rekonstruieren.)

zu gegebener Menge A:
» Folgen (an)nes sind durch Mengen definiert (A*, A“)
» beliebige Anordnung der Elemente einer Menge zu Folgen
(i.A. nicht eindeutig, mehrere Moglichkeiten), z.B.
» M ={a, b,c,d}, Folgen [a,b,c,d],[b,d,b,c,d,a]
» M =N, Folgen [0,1,2,...],[0,2,4,6,8,1,3,5,7,9,10,12.. ]
> M =1Z, Folgen [0,1,-1,2,-2,3,-3,.. ]
[0,1,2,3,-3,-2,—-1,4,5,..]
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Alphabet, Wort, (formale) Sprache

Alphabet (endliche) Menge A von Symbolen
Wort endliche Folge von Symbolen w = wy - - - w,, mit
Vie{l,...,n}:w; €A
Lange eines Wortes |w| = Anzahl der Symbole in w

Anzahl der Vorkommen eines Symboles in einem Wort
\w|, = Anzahl der a in w (fiir a € A)

Sprache Menge von Wértern L C A*
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Worter — Beispiele abbaavatar
ist ein Wort (Zeichenkette) mit Symbolen aus der Menge {a, b, r, t, v},

tar und bratbart auch, trallala und ab + ba nicht
2024

ist ein Wort mit Symbolen aus der Menge {0, 4,2},

024 und 0420040 auch, —40 nicht

(x+y) - (z=x)
ist ein Wort mit Symbolen aus der Menge {x,y,z,(,),+,—,},

()xz(xy + — auch, X 4 3 - z nicht
(~pAP)—q

ist ein Wort mit Symbolen aus der Menge {p, g, A\, =, —, (,)},

g — (p— q) und A)(—pA auch, p ++ g nicht

otto holt obst .

ist ein Wort mit Symbolen aus der Menge {otto, obst, holt, .},
. otto . . otto auch, los otto nicht
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Verkettung von Wértern (Folgen)

Verkettung o von Wértern: o : A* x A* — A*
Fiir alle Worter u,v € A* ist uov = w mit

. uj falls i < |u]
Vie{l,....|ul+|v|]}:w = ! .

{1 ful =+ vi}w Vi—ju falls i > |ul
(Firu=uy---up,v=vi---v €A istuov =uy---UyVvi- V)
Beispiel: anne o marie = annemarie
Eigenschaften der Operation o:

» o ist assoziativ, d.h.

Yue A" Vv e A*Vw € A" ((uov)ow =uo(vow))

> YweA (cow=woe=w)

(Das leere Wort ¢ ist neutrales Element fiir o)
» o ist nicht kommutativ.

Gegenbeispiel: u = marie, v = anne

u o v = marieanne 7 annemarie = v o u
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Umkehrung (gespiegeltes Wort)
Umkehrung wf von w definiert durch
Vie{l,...,|w|}: W,-R = Wjw|—i+1
(Fir w=wy---w),, ist wh = W[ W)
Beispiele: (marie)R = eiram, (2023)F = 3202, (101)F = 101
R

(too((mo(ate)R)Ron)R> -~

Fakt
Fiir jedes Wort w € A* gilt (WR)R =w.
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Palindrome
Palindrom: Wort w mit w = wf

B: anna, neben, €, jedes Wort der Lange 1

Die Menge aller Palindrome iiber dem Alphabet A ist

Lo = {weA |w=wF}
= {wonwf|weA u{woaowR |we A rac A}

LpaIO Lpall

Beispiele fiir Worter aus Ly

> otto = ot o to = ot o (ot)R fiir w = ot € A* = {a,...,z}*
> reliefpfeiler = relief o p o feiler = relief o p o (relief)R

fir w = relief € A* ={a, ..., z}*
> l=coloe=coloefR fur A={0,1}

> c=coec=coel
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Was bisher geschah

Modellierung von Aussagen durch Logiken

Modellierung von Daten durch

Mengen »
>
>
>

extensionale und intensionale Darstellung
Machtigkeiten endlicher Mengen, ()
Beziehungen zwischen Mengen C, =, C
Mengen-Operationen U, N, ,\,A, x, ", * 2M

)

Folgen (Vektoren, Listen, Wértern) iiber einer Menge A

>
>
>

extensionale und intensionale Darstellung

Linge von Folgen, leeres Wort ¢ (leere Folge)
unendliche Folgen,

endliche Folgen fester Lange (Tupel, Vektoren),
endliche Folgen variabler Lange (Worter, Listen)
Operationen auf Wortern: Verkettung o, R
Palindrome



Prafix-Beziehung zwischen Wartern (Folgen)
Prafix (Anfangswort) C

Vue AxVWwe A" (tCv) < (BweA (uow=V)))

(Fiir zwei beliebige Worter u € A*, v € A* gilt u C v genau dann,
wenn ein Wort w € A* existiert, so dass uow = v gilt.)

Beispiele:
» an C anna (mit w = na)
» tom C tomate (mit w = ate)
> oma [Z tomate
» tat [ tomate
» fiir jedes Wort u € A* gilt ¢ C u (mit w = u)
» fiir jedes Wort u € A* gilt u T u (mit w = ¢)

(analog zur Teiler-Beziehung zwischen natiirlichen Zahlen)
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Postfix-Beziehung auf Wartern (Folgen)

Postfix (Suffix):
Yu e A" Vv € A* ( Postfix(u,v) <» (3w € A" (wou =v)))

Fiir zwei Worter u = uy -+ -ty € A*,v = vy -+ - v, € A* heiBt
u genau dann Postfix (Suffix) von v, wenn ein Wort w € A*
existiert, so dass w o u = v gilt.

Beispiele:
» enten ist Postfix von studenten (mit w = stud)
> ¢ ist Postfix von studenten (mit w = studenten)
> ente ist kein Postfix von studenten

» den ist kein Postfix von studenten
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Infix-Beziehung auf Wartern (Folgen)

Infix (Teilwort, Faktor):

Yu e A*Vv € A* (Infix(u, v) <+ (Gw € A"Iw’ € A" (wouow' =v)))

Fir zwei Worter u =uy -+ um € A*,v=v1---v, € A* heiBt

u genau dann Infix von v, wenn zwei Worter w, w’ € A* existieren,

so dass wo uow' = v gilt.

Beispiele:

>

>
>
| 2
| 2
>

oma ist Infix von tomate (mit w = t, w’ = te)

tom ist Infix von tomate (mit w = ¢, w’ = ate)
den ist Infix von studenten (mit w = stu, w' = ten)
ente ist Infix von studenten (mit w = stud, w' = n)
ente ist kein Infix von student

enten ist Infix von studenten (mit w = stud, w' = ¢)
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Weitere Beziehungen zwischen Woértern
bei gegebener Reihenfolge < auf dem Alphabet A:
lexikographische Ordnung auf A*:
Yu,v € A* 1 u <jex v gdw.
L1: u C v oder
L2: Gwe A Ix,y e A:x<yAwxCTuAwyLCv

quasi-lexikographische (L&ngen-lexikographische) Ordnung auf A*:

Vu,v € A" 1 1 <glex v gdw.

QL: |u] < |v| oder

Q2: Jul=|v|Au<jex v
Beispiele: fir A= {b,o,y} mtb<o<y

» bob <|ex bobby wegen bob C bobby (L1
» bob <qlex bobby wegen |bob| < |bobby| (Q1
» bobby <|ex bobo mit w = bob,x = b,y = o (L2
> bobo <gex bobby wegen |bobo| < |bobby| (Q1
» bob <qlex boy wegen |bob| = |boy| und bob <jex boy  (Q2
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(Formale) Sprachen

Alphabet endliche Menge A von Symbolen
Wort iiber A: w € A* (Folge von Symbolen aus A)
Sprache iiber A: L C A* (Menge von Wortern iiber A)

Voraussetzung fiir maschinelle Verarbeitung:
endliche Darstellung von (evtl. unendlichen) Sprachen

verschiedene Darstellungen in den LV zur theoretischen Informatik
z.B. Automaten und formale Sprachen im 4. Semester (INB)
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Beispiele fiir Sprachen

vV v. vy

Menge aller englischen Wérter Ly C {a,...,z}*
Menge aller deutschen Worter L, C {a,...,z,8,5,6,u}*
Menge aller moglichen RNA L3 C {A, U, G, C}*

Menge aller natiirlichen Zahlen in Dezimaldarstellung
Ly ={0,...,9}* (evtl. mit fiihrenden Nullen)

Menge aller natiirlichen Zahlen in Binardarstellung
(Bitfolgen beliebiger Lange) Ls = {0,1}*

Menge aller aussagenlogischen Formeln in AL({p, g, r})
L6 C {p> a, I’,E,fﬂﬁ,\/,/\,—),(—% (7)}*'

Menge aller arithmetischen Ausdriicke tiber Z (ohne Variablen)
L7 - {07"'a97+7'777/7(7)}*'
Menge aller deutschen Sitze Lg C (L2 U{.,,,,,7,(,),—})"
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Sprachen als Mengen
Sprachen L C A* sind Mengen von Wértern (endlichen Folgen)
Mengenbeziehungen auf Sprachen:
LCL gdw. VYwe A" (wel)—(wel))
L="L gdw. Vwe A" (wel)+ (wel))

Mengenoperationen auf Sprachen:
Lol = {wlwelvwel}
LNt = {wlwelrwel}
L\NL = {wlwelrwgl'}

Komplement einer Sprache L C A*: [ = A*\ L
Beispiel:
L = {w|we{0,1}* Adne N(jw| =2n)}
L = {w|we{0,1}*A3ne N(jw| =2n+1)}
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Operationen auf Sprachen
Verkettung o von Sprachen:
Lioly ={uov|(ueli)A(veEL)}
Beispiel:

[; = {111,1,10} Ly ={00,0}
[yol, = {111,1,10} o {00,0}
= {1110, 11100, 10, 100, 1000}

Spiegelung LR = {wf |w e L}

Beispiel: L = {a, ab, aba, abab}
LR = {a, ba, aba, baba}
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lterierte Verkettung
» fiir Sprachen L C A*

0= {e} VYneN: L"l=Llol"=Llo---0oL
———
n+1—mal
= Lr= |J r
neN neN\{0}

» fiir Worter (endliche Folgen) u € A*:

u" = wo---ou€ A",
——
n—mal
vt = {u}r={u"|neN} CA"
vt = {u}T={u"|neN\{0}} CA*
Beispiele:
(101)*> = 101101101  und 1013 = 10111
a* = {a|ieN}=/{e a aaaaa,...}
(ab)* = {(ab)"|i€ N} = {e,ab,abab, ababab, ...}

e = {e}=¢"



Mehr Beispiele fiir Sprachen

» {aa, b}*

= {wmo---ou,|neNAVie{l,...,n} (u €{aa, b})}
= {e, b, aa, bb, aab, baa, bbb, aaaa, aabb, baab, bbaa, bbbb, . . .}

ab ¢ {aa,b}*, ba & {aa, b}*, aba & {aa, b}*
» ()o{aba, bb} =)
» {c} o{aba, bb} = {aba, bb}
» {bb}* ={w e {b}* | |w| € 2N} = {e, bb, bbbb, ...}
> ({110 {0})" = {w € {0,1}" | wy = 1} U {z}
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Reguldre Ausdriicke — Syntax
Die Menge RegExp(A) aller reguldren Ausdriicke iiber einem
Alphabet A ist (induktiv) definiert durch:
IA: () € RegExp(A),
¢ € RegExp(A) und
fiir jedes Symbol a € A gilt a € RegExp(A)
IS: fiir alle E € RegExp(A) und F € RegExp(A) gilt
(E+F),EF,(E)" € RegExp(A).
(Baumdarstellung)
Beispiele:
(0 + 1) € RegExp({0,1}),
> (¢ +((ab)a)") € RegExp({a, b}),
> (MO0 + O)* € RegExp({0, 0V, b, &}),
> fiir beliebiges Alphabet A gilt ¢ € RegExp(A),
(e + 0) € RegExp(A),
» 0-+(14+2+3+4+5+6+7+8+9)(0+1+2+4344+45+6+7+8+9)"
€ RegExp({0,1,2,3,4,5,6,7,8,9})

v
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Reguladre Ausdriicke — Semantik
Jeder regulire Ausdruck E € RegExp(A) reprasentiert
die wie folgt definierte Sprache L(E) C A*:
A: > L(D)=10

L(e) = {e}
> Yaec A: L(a) ={a}

IS: VE, F € RegExp(A) :
> L(E+F)=LE)UL(F)
» L(EF)=L(E)o L(F)
> L(E*)=L(E)"
Eine Sprache L C A* heiBt genau dann reguldr, wenn ein reguldrer
Ausdruck E € RegExp(A) existiert, so dass L = L(E).
Beispiele: Fiir A = {a, b} gilt
L(ab*) = {a,ab,abb,abbb,abbbb,...} = {ab' |ic N}
L((ab)*) = {e,ab,abab,ababab,...} = {(ab)" | i € N}
L(a+b)) = {ab) N
L(@*b*) = {uov|uea*Aveb*'}={ab|ieNAjeN}
)

L((a"p")" {a,b}"
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Beispiele

» FirE=04+(1+24---+9)(0+1+---+9)* ist
L(E) = Menge aller Dezimaldarstellungen natiirlicher Zahlen

> fir A={A/B,...,Z,a,b,...,z} ist L(A*(oma + otto)A*) =
Menge aller Worter mit Infix oma oder otto (oder beiden)
z.B. tomate € L(A*(oma + otto)A*), lotto € L(A*(oma + otto)A*),
ottomane € L(A*(oma + otto)A*)

» Menge aller moglichen HTWK-Email-Adressen
CL(A+---+Z+4+a+---4+2z+0+---+9+.+ —)"Ohtwk-leipzig.de)

Regulare Ausdriicke ermdglichen eine
endliche Darstellung unendlicher Sprachen.

Aber: Nicht jede (unendliche) Sprache ist regular. (Warum?)

( mehr dazu in den LV zur theoretischen Informatik,
z.B. Automaten und Formale Sprachen im 4. Semester )
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Beispiele regularer Sprachen

» [y = () ist eine reguldre Sprache, weil
() € RegExp(A) und L(0) =0 = L,

» L, = {a, bab} ist eine reguldre Sprache, weil
a+ bab € RegExp(A) und L(a+ bab) = L,

» L3 ={w e {a,b,c}"|abbaC w} ist regular, weil
abba(a+ b+ ¢)* € RegExp({a, b, c}) und
L(abba(a+ b+ c)*) = L3

» Ly ={w e {a,b,c}* | aa oder bbb sind Infix von w}
ist eine reguldre Sprache, weil
(a+ b+ c)*(aa+ bbb)(a+ b+ c)* € RegExp({a, b, c})
und L((a+ b+ c)*(aa+ bbb)(a+ b+ c)*) = La

» {we{a b} ||w| €2N}=L(((a+ b)(a+ b))*)



Was bisher geschah

Modellierung von
» Aussagen durch Logiken:
» klassische Aussagenlogik
» klassische Pridikatenlogik (bisher nur Syntax):
(Mengen von) Individuen, Eigenschaften, Beziehungen
» Daten durch
» Mengen
» Folgen (Listen, Worter)
» Sprachen
(endlichen Beschreibung durch regulidre Ausdriicke)

(Modellierung der Individuen und Mengen von Individuen)



Relationen
Relationen reprasentieren Zusammenhange zwischen Individuen

Definition
Jede Menge R C A x B heiBt Relation zwischen den Mengen A und B.
Beispiele:

>
>

>
>
>
>

>

H C Studenten x Dozenten mit (s,d) € H gdw.
s hort (wenigstens) eine Vorlesung bei d.

S C Skatkarten x Skatkarten mit (h, k) € S gdw.
Karte h hat hoheren Wert als Karte k

B C Spieler x Skatkarten mit (s, k) € B gdw.
Spieler s hat die Karte k auf der Hand.

R C{a,b,c} x{1,2,3,4} mit R ={(a,2),(a,3),(c,2),(c,4)}
RCR?mit R={(x,y) e R? | x>+ y? =1}

< CR?mit<={(mn)eR?| m<n}

() € A x B (leere Relation) fiir beliebige Mengen A und B.

Zur Definition einer Relation R C A x B gehdren (sind anzugeben):

>
>

die Mengen A, B (Typ der Relation) und

die Menge R (extensional oder intensional)
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Darstellung von Relationen

Darstellungsformen fiir Relation R C A x B auf
endlichen Mengen A und B:

» Menge geordneter Paare (intensional oder extensional)

> fir A={a1,...,am} und B={by,...,b,}
(|A| x |B|)-Matrix M mit Eintragen mj € {0,1}, wobei

1 falls (aj, b)) € R

0 sonst

WE{l...|A|}Vj€{1...|B|}:m,-j:{

» Diagramm (gerichteter Graph G = (AU B, R))
mit Eckenmenge AU B und Kantenmenge R

falls (wenigstens) eine der Mengen A und B unendlich ist,
i.A. intensionale Darstellung von Relationen R C A x B nétig
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Relationen verschiedener Stelligkeit

Relation R C A x B fiir spezielle Mengen B
B=A , also Ax B=A?

B=A"1

B=A0

R C A? heiBt binire (zweistellige) Relation auf A.
Beispiele: < C R? mit < = {(x,y) € R? | x <y},
Identitdt auf A: 4 C A2 mit 14 = {(x,x) | x € A}
,also Ax B=Ax A"l = A"

R C A" heiBt n-stellige Relation auf A.

Beispiel: R = {(x,y,z) € N3 | x> + y2 = 22} C N3
={e} also Ax B=Ax{e} ={(a,e) | a€ A}
Relation entspricht einer Teilmenge R C A.

R C A heiBt dann auch einstellige Relation auf A.
(Eigenschaft von Elementen aus A)

Beispiel: G C N mit G ={ne N |n>5}
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Anzahl von Relationen auf endlichen Mengen

Wiederholung: Fiir endliche Mengen A und B gilt
Ax B =|Al-|B]

Menge aller Relationen zwischen A und B:
{R|RCAx B} =2/%B

Wieviele verschiedene Relationen (Teilmengen) R C A x B?
21AXB| — 2lA[|B|

Spezialfalle:
|B| =1 : 2AI'BI = 2lAl einstellige Relationen auf A
(Teilmengen von A).
A =B : 2AxAl — 2(IA) binsre Relationen auf A.
B = Ar-1 . p(JAHAI™Y) — o(IA1) n-stellige Relationen auf A.
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Haufige Anwendungen

» Ontologien, z.B. Komponenten eines Systems:
istTeilVon (Hand, Arm), istTeilVon (Finger, Hand),
istEin (Daumen, Finger)

> Abliufe mit Ubergangsrelation T zwischen Zustanden ,

z.B. Miinzspiel (aus der ersten Vorlesung): T C ({0, .. ,4}4)

(0230,1040) € T, (0230,0311) € T, (0311,1121) € T,
(1040,1121) € T, (1121,1202) € T

» Datenbanken: jede Tabelle reprasentiert eine Relation T, z.B.

Id Vorname | Name | Studieng. | Jg. | Gruppe
34567 | Lisa Klein INB 25 |3
12345 | Erwin Meier MIB 25 |1
56789 | Paula Richter | INB 23 | 2
mit T C {0,1,...,9}°x Vornamen x Namen
x{INB, MIB} x {0,1,...,9}% x {1,2,3}

und z.B. ( 12345, Erwin, Meier, MIB, 25,1 ) € T

2
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Abgeleitete Relationen

Inverse der binidren Relation R C A x B:
R'CBxA mit R'={(b,a)]|(ab)cR}

Beispiele: A= {1,2,3,4},B={a,b,c,d}
{(1’ a)? (17 b)7 (27 b)’ (47 a)}71 = {(37 1)7 (b’ 1)7 (b7 2)’ (a’ 4)}’

istKindVon—1 = istElternteilVon, istTeilVon—! = hatTeil, <~1 = >
Einschrankung der Relation R C A x B auf M C A:

Ry CAxB mit Rly={(a,b) e R|aec M}
Beispiele: {(1,a), (1, b), (2, b), (4, a)}|(2.3.4y = {(2,b), (4, a)},

istElternteilVon|gauen = istMutterVon,
Projektionen der Relation R C A x B:

m(R)CA mit m(R) {a€ A|(a,b) € R}
m(R)C B mit m(R) = {beB]|(ab)eR}
(

Beispiele: m1 ({(1, a), (1, b), (2, b), (4,a)}) = {1, 2,4},
mo(istKindVon) = Menge aller Eltern
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Mengenoperationen auf Relationen

Relationen sind Mengen.

Fiir Relationen RC Ax B, S C A’ x B’ sind also
Komplement R = {(x,y) € (Ax B) | (x,y) ¢ R}
Vereinigung RUS =
{(x,y) € (AUA)x(BUB') | (x,y) € RV(x,y) € S}
Schnitt RN'S =
{(x,y) € (AUA)x(BUB') | (x,y) € RA(x,y) € S}
Differenz R\ S =
{(x,y) € (AUA)x(BUB') | (x,y) € RA(x,y) & S}
symmetrische Differenz RAS = (R\ S)U(S\ R)
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Verkettung von Relationen

Verkettung RoS C Ax C
der Relationen RC Ax Bund SC B x C:

RoS={(x,y) e Ax C|3ze€ B((x,z) € RN (z,y) € S)}

Beispiele:
» fir A={1,2,3},B=1{a,b,c},C ={, 0} und
R= {(17 a)v (17 C)> (2a b)v (3? C)}' S= {(37 Q?)v (av <>)’ (bv <>)}
Ro5={(1,a),(1,¢),(2,b),(3,¢)} o {(a, V), (a, <), (b, )}
= {(17 @)7 (17 <>)7 (27 <>)}
> istElternteilVon o istElternteilVon = istGroBelternteilVon
> Fiir < C N? (auch Z2,Q% R?) gilt (< o <) =<
> Fiir < C N2 gilt (< o <) # <,
(Gegenbeispiel (1,2) € (< \ (< o <))
Achtung:
Bedeutung von o ist abhingig vom Kontext (Relationen, Sprachen)
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Eigenschaften der Verkettung von Relationen

WH: VRCAXxBund SCBxC:

RoS={(x,y) e Ax C|3ze B((x,z) e RA(z,y) € S)}

Fiir alle Relationen RCAXx B,SCBx C, T C Cx D gilt:

» (RoS)oT=Ro(S50T) (assoziativ)
» iA.RoS#SoR (nicht kommutativ)
Gegenbeispiel: fir R = {(a, b)},S = {(b, ¢)}
gilt RoS ={(a,c)}, aber SoR=1)

» (RoS)t=S51oR™! (UA)
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Verkettung von Relationen ist assoziativ (Beweis)
WH: VRCAx Bund SCBxC:

RoS={(x,y) e Ax C|3ze B((x,z) € RA(z,y) € S)}

zu zeigen:
VRCAXB,SCBXxC, TCCxD:(RoS)oT=Ro(S0T)

Beweis: V(x,y) €e Ax D :

gdw.
gdw.
gdw.
gdw.
gdw.
gdw.

(x,y) €(RoS)o T

dzeC:(x,z)€(RoS)AN(z,y)e T

Iz,2)e CxB:((x,2)e RAN(Z',2) e S)N(z,y) €T
JZ,z) e Bx C:((x,2) e RAN(Z,z) € S)N(z,y) e T
3z eB : (x,2)e RN(Fze C:(Z,z2) e SA(z,y) € T)
3 eB:(x,Z)e RAN(Z,y)e(SoT)}

(x.y) € Ro(SoT)
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Modellierungsbeispiel

Mengen:
T = { Blumen, Pferde, Schiffe } (Titel des Buches)
P = { Anton, Max, llse } (Personen)
O = { Leipzig, Hamburg, Genf } (Orte)
L={D,S} (Lander)
Relationen:

hatAutor C T x P mit
hatAutor = { (Blumen, Max), (Schiffe, Anton),
(Schiffe, llse), (Pferde, Max), (Pferde, llse) }

wohntln C P x O mit
wohntln = {(Anton,Hamburg),(llse,Leipzig),(Max,Genf)}
liegtln C O x L mit
liegtln = {(Leipzig, D), (Hamburg, D), (Genf, S)}
Verkettungen der Relationen:

» wohntln o liegtln C P x L mit
wohntln o liegtln ={(Anton,D), (llse,D), (Max, S)}

» hatAutor o wohntln C T x O mit hatAutor o wohntln = . ..
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Modellierungsbeispiel

> Worliiber wird in welchen Landern geschrieben?
R = (hatAutor o wohntln o liegtln) C T x L

mit R = {(Blumen, S), (Schiffe, D), (Pferde, S), (Pferde, D)}
» In welchen Orten wohnen Autoren des Buches iiber Pferde?

M =m; ((hatAutor o wohntln) |{Pferde}) co

mit M = {Genf, Leipzig}
» Biicher mit welchen Titeln schreiben Autoren aus
Deutschland?

M = 1y ((hatAutor o wohntln o liegtin) ™% ’{D}) <7

mit M" = {Schiffe, Pferde}

» Welche Autoren haben gemeinsam ein Buch geschrieben?
R’ = (hatAutor! o hatAutor) \ Ip C P x P
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Was bisher geschah

Modellierung von

» Aussagen in klassischer Aussagenlogik

» Daten (Mengen von Individuen) durch
> Mengen
» Folgen
» Sprachen

» Zusammenhdngen und Eigenschaften durch Relationen
» Definition, Beispiele
» Darstellungsformen
» Operationen auf Relationen: Mengenoperationen,

inverse Relation, Verkettung, Projektionen, Einschrankung,

» Modellierungsbeispiele



Komponentenweises Produkt von Relationen

Das komponentenweise Produkt (auch direktes Produkt)
der Relationen R C A% und S C B?
ist die Relation (R -, S) C (A x B)? mit V((x,y),(x,y")) € (A x B)?:

(), (<5 y)) € (R S) gdw. (((x,x') € R) A ((y,¥) € 9))

Beispiele:

» A={ab,c}, B={0,1},
R C A2 mit R = {(a,¢),(b,c)}, S C B? mit S = {(0,0),(1,0)}
(R« S)=
{((a,0),(¢,0)),((a,1), (<, 0)), (b, 0), (¢,0)), ((b,1),(c,0))}

» Miinzspiel mit zwei Spielern A und B:
R C (N*)2 Uberginge nach Spielregeln fiir Ein-Personen-Spiel
S={(A,B),(B,A)} C {A, B}? Spieler A und B ziehen abwechslend
(R S) C (N* x {A, B})? Uberginge im Zwei-Personen-Spiel
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Lexikographisches Produkt von Relationen

Das lexikographische Produkt

der Relationen R C A% und S C B2

ist die Relation (R -} S) C (A x B)? mit
W((x.y), (x'.y") € (A x B) x (A x B):

((,9), (<, ¥) € (R S) gdw. (((x,x") € R)V((x =x") A ((y,y') €5))
Beispiele:
> R C{a,b}? S C{0,1,2}2
mit R = {(a, b)} und S = {(0,1),(0,2),(1,2)}

(20, b0), (a0, b1), (a0, b2), (a1, b0), (a1, b1), (a1, b2),
(R4S) =4 (a2, b0), (a2, b1), (a2, b2),
{ (a0, al), (a0, a2), (a1, a2), (b0, b1), (b0, b2), (b1, b2) }

> Skat mit Trumpf O: R = {(©, ), (V, &), (V, &)} C {0, 0, &, &}2
S C{AK,D,B,10,9,8,7}2 mit Wert nach Reihenfolge
(R -/ S) hohere Karte: Trumpf oder gleiche Farbe und groBerer Wert

» Sortieren zuerst nach Gruppe, dann nach Familienname
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Zweistellige Relationen auf einer Menge

Spezialfall:

zweistellige Relation auf einer Menge M: RC M x M

Verkettung der Relationen RC M x M und S C M x M:

RoS={(x,y)|3ze M:(x,z) € RA(z,y) € S}

Beispiel:

RoS
SoR

{a, b, c}
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Darstellung als Diagramm

Knotenmenge M, Relation R C M?

Kante von x € M nach y € M gdw. (x, y)
M = {a b,c} Q
R = {(aa a)a (ba C)}
S = {(a.0).(c.b)} C@—’
Verkettung als Pfade mit passender Markierung
= {(a;c), (b, b)} Q
SoR = {(c.o)} \(:
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Darstellung als Matrix

mit Booleschen Eintragen
fir M = {a,b,c}, RC M? und S C M?

R {(a,a), (b, )}

S = {(a, C)’ (C’ b)}’

OO O OO+
_H OO O OO
OO+~ OO

Verkettung als Matrixmultiplikation mit Booleschen Operationen

100 0 01 0 01
RoS = 0 01 000 |=1010
0 0O 0 10 0 0O
0 01 100 0 0O
SoR = 0 0O 001 |=(10200
010 0 0O 0 01
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Eigenschaften binarer Relationen
Eine binire Relation R C M? heiBt

reflexiv. gdw. Vx € M : ((x,x) € R) (
zB. R= {(av 3)7(37 )’(b b)} - {av b}zr = <6 C
irreflexiv. gdw. ¥x € M : ((x,x) ¢ R (RN
z.B. R ={(a, b),(b,a)} C {a, b}?,
<, C, istGeschwisterVon, istKindVon
symmetrisch gdw. Vx,y € M: ((x,y) € R — (y,x) € R) (R"1CR)
z.B. R={(a, b), (b, a), (b, b)} C {a, b}zv
=, istGeschwisterVon
asymmetrisch gdw. Vx,y € M: ((x,y) € R = (y,x) € R) (RNR™1=0)
z.B. R={(a,b)} C {a,b}? , <, istKindVon,
antisymmetrisch gdw. Vx,y € M: (((x,y) € RA(y,x) € R) = x =)
(RNR™LC Iyy)
z.B. R={(a, b),(b,b)} C {a,b}? <, C, C,
transitiv gdw. Vx,y,ze€ M: (((x,y) € RA(y,z) € R) = (x,z) € R)
(RoR CR)
z.B. R={(c,b),(a, b),(a,c)} € {a b,c}?,
=, <, <, G, G, istVorfahreVon

mehr Beispiele und Gegenbeispiele in Kastens: Modellierung 150



Quasiordnungen

Relation R C M? heiBt Quasiordnung gdw. R reflexiv und transitiv

Beispiele:
> R C {a,b,c}? mit
R ={(a,a),(a, b), (b, b), (b, ), (a,c),(c, c)}
» T C (Menge aller Personen)? mit
(p,q) € T gdw. p hochstens so alt ist wie g
> SCZ?>mit S={(a,b) €Z?||a >|b|}

Relation R C M? heiBt Aquivalenzrelation
gdw. R reflexiv, transitiv und symmetrisch
(symmetrische Quasiordnung)

Relation R C M? heiBt Halbordnung
gdw. R reflexiv, transitiv und antisymmetrisch
(antisymmetrische Quasiordnung)
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Totale (= lineare) Ordnungen
Jede Halbordnung R C M? mit

Y(a,b) € M? ((a,b) € R V (b,a) € R) (alternativ)

heiBt totale (lineare) Ordnung.
(alle Elemente miteinander vergleichbar)
Beispiele:
» R C ({a,b,c})? mit
R = {(37 a)a (‘97 b)v (‘37 C)v (C7 b), (b, b)7 (Ca C)}
> <CN? (< CZ? <CR?
» R C ( Menge aller MIB-Studenten )? mit
(p,q) € R gdw. (Matrikelnr. von p) < (Matrikelnr. von q)
» alphabetische Ordnung der Wérter im Worterbuch

> Halbordnungen, aber keine totalen Ordnungen sind
z.B. C C ({a, b}*)% | € N? (UA), C C 2fab}
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Strikte Ordnungen

Jede irreflexive, transitive und asymmetrische Relation R C M?
heiBt strikte Ordnung.

(Strikte Ordnungen sind i.A. keine Halbordnungen.)

Beispiele:
> R C ({a,b,c})? mit R={(a,c),(b,c)}
» <CN(<CZ < CR)
» alphabetische Ordnung der Worter im Worterbuch

Fiir jede Halbordnung R C M? heiBt R\ Iy strikter Teil von R.

Beispiele:
> < ist strikter Teil von <
c

» C ist strikter Teil von
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Was bisher geschah

Modellierung von

» Aussagen durch Logiken

» Daten durch

» Mengen, Folgen, Sprachen
Darstellungsformen, Anwendungen, Beziehungen, Operationen

» Zusammenhingen und Eigenschaften durch Relationen
Darstellungsformen, Anwendungen, Beziehungen, Operationen

» Eigenschaften binirer Relationen R C M?
» spezielle bindre Relationen:

>

vvyyvyy

Quasiordungen
Aquivalenzrelationen
Halbordungen

totale Ordnungen
strikte Ordnungen



Hillen binarer Relationen
Die reflexive (symmetrische, transitive, reflexiv-transitive) Hiille einer
Relation R C M? ist die kleinste (bzgl. C) Relation S C M? mit

1. RC S und

2. S reflexiv (symmetrisch, transitiv, reflexiv und transitiv).

reflexive Hiille von R: RU Iy

symmetrische Hiille von R: RU R™!

Wiederholung: Verkettung o der Relationen R C M2 und § C M?
RoS={(x,2) e M* |3y e M:(x,y) € RA(y,z) € S}

Iterierte Verkettung von R C M2 mit sich selbst:

RO = Iy

R™ = R"OR

Rt = U R" C M?  transitive Hiille
neN\{0}

R* = |JR"CM?*  reflexiv-transitive Hiille

neN
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Beispiel

Rfl

RUR™ 1 =

= {(a,2),(b,b),(c, )}
= {(a,b),(b,c),(a,a),(b,b),(c,c)} (reflexive Hiille)

= {(a,9)}

0 (= R" fir beliebige n > 3)

= RURZUR3U"':{(a’b)v(bvc)’(avc)}

(transitive Hiille)
ROU R™ ={(a,a), (b, b), (c, ), (a, b), (b, c),(a,c)}
(reflexiv-transitive Hiille)
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Modellierungsbeispiel Miinzspiel

> Menge der Spielzustinde (eingeschrankte Spielvariante))

QC {(Xl,Xg,...,X5) € {0,1,..‘,4}5

» Startzustand 00400 € Q,
> Ubergangsrelation T C Q2 mit
(00400,01210) , (01210,02020) , (02020,10120)

T ={ (02020,02101) , (10120,10201) , (02101,10201),
(10201, 11011)

Hiillen der Ubergangsrelation enthalten

zusatzliche Moglichkeiten fiir Spielziige:
> reflexive Hiille T U Ig (mit Aussetzen)
» symmetrische Hiille TU T~! (mit umgekehrten Ziige)

> transitive Hiille T+
(mehrere Ziige auf einmal, aber wenigstens einer)

> reflexiv-transitive Hiille T*
(beliebig viele Ziige auf einmal, Aussetzen erlaubt)
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Aquivalenzrelationen
Relation R € M? heiBt Aquivalenzrelation
gdw. R reflexiv, transitiv und symmetrisch
(symmetrische Quasiordnung)
Beispiele:

>
>

vV vVvyvVvyVvyYyypy

R C{a,b,c}? mit R ={(a,a),(a,b),(b,a),(b,b),(c,c)}

Relation , haben dieselbe Farbe" fiir Paare von Skatkarten
R C (F x W)? fiir F={, 0, #,&} und

W = ({7,8,9,10} U{B, D, K, A}) mit
R={((f,w1),(F,m2)) | (f € F) A(wy € W) A (wy € W)}

Relation ,,sind im selben Studiengang" fiir Studenten

R C (A*)? mit R = {(u,v) € (A*)? | |u| = |v|} (gleiche Linge)
Gleichmachtigkeit von Mengen: (A, B) € R gdw. |A| = |B|
Semantische Aquivalenz aussagenlogischer Formeln = C AL(P)
Aquivalenz regulirer Ausdriicke

Ahnlichkeit von Dreiecken

fiir jede Menge M: Iy C M? mit Iy = {(x,x) | x € M}
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Aquivalenzklassen
Zu jeder Aquivalenzrelation R C M? heiBen
> zwei Elemente a € M und b € M genau dann
aquivalent bzgl. R, wenn (a,b) € R
» die Menge aller zu a € M dquivalenten Elemente aus M

[alg ={x e M| (a,x) € R}

Aquivalenzklasse von a bzgl. R
Beispiele:

» Aquivalenzklassen bzgl. der Aquivalenzrelation R C {a, b, c}?
mit R = {(a, a), (a, b), (b, a), (b, b), (¢, c)}:
[alr = {2, b} = [bl& und [clg = {c}

» Aquivalenzklassen bzgl. der Aquivalenzrelation
G C (F x W)? mit
G = {((f, w), (F,w)) € (Fx W)? | f= f’}
. haben dieselbe Farbe" auf Skatkarten:
K<>, Ko, Ka, Kg mit z.B.
K<> = [(<>79)]G = {(<>7 W) | w e {7’8797 10, B, D, KvA}}
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Aquivalenzrelationen und disjunkte Zerlegungen

1. Jede Aquivalenzrelation R C M? definiert eine disjunkte Zerlegung
von M in die Menge aller Aquivalenzklassen

{[alr | a € M}

2. Jede (disjunkte) Zerlegung P = {M; | i € I} einer Menge M
definiert eine Aquivalenzrelation

Rp CM?> mit Rp={(ab)|3iel:{ab}C M}

Beispiele:
» Relation R C {a, b, c}? mit R = {(a,a), (a, b), (b, a), (b, b),(c,c)}
definiert Zerlegung {[a]r, [b]r, [c]r} = {{a, b}, {c}}
der Menge {a, b, ¢}
> Zerlegung F = {Ko, Ko, Ka, Ka} der Menge aller Skatkarten
definiert die Relation Rg (haben dieselbe Farbe)

> Zerlegung P = {3N,3N + 1,3N + 2}
definiert die Relation Rp = {(m, n) € N? | 3|(m — n)}

159



Halbordnungen (partielle Ordnungen)

Relation R C M? heiBt Halbordnung
gdw. R reflexiv, transitiv und antisymmetrisch
(antisymmetrische Quasiordnung)
a € M und b € M heiBen genau dann vergleichbar bzgl. R,
wenn (a, b) € R oder (b,a) € R
Beispiele:

» R C{a, b, c,d}? mit

R ={(a,a),(a,b),(a; ¢), (a,d), (b, b), (b, d), (¢, c),(d, d)}

> < CN? (< C7Z?% < CR?)

» R C ( Menge aller MIB-Studenten )2 mit
(p,q) € R gdw. (Matrikelnr. von p) < (Matrikelnr. von q)
C € ({a b}*)?
Teilerrelation | € N? mit a|b gdw. 3c € Z | ac = b
(Warum ist | C Z? keine Halbordnung?)

) . 2
» Teilmengenrelation C C (2{"’71”‘:})

vy
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Hasse-Diagramme von Halbordnungen

WH: R C M? heiBt Halbordnung gdw. R reflexiv, transitiv,
antisymmetrisch

graphische Darstellung von Halbordnungen auf endlichen Mengen
mit folgenden Konventionen:

> Pfeilspitzen weglassen,
stattdessen optische Ausrichtung
(vertikal, groBere Werte oben)

» reflexive Kanten (Schlingen) weglassen

P transitive Kanten weglassen

Beispiele (Tafel):
» Teiler-Halbordnung | C {0, ...,6}2
» < C{0,...,6}2
> C C (2{'3’7‘776})2
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Minimale Elemente in HO

Fiir Halbordnung R C M?:
x heiBt minimal bzgl. R in M gdw.

1. x € M und

2. ¥y eM:((y,x) e R—y=x)
Enthélt M genau ein bzgl. R minimales Element,
dann heiBt dieses Minimum bzgl. R in M.
Beispiele:

» bzgl. < ist 2 minimal in {2, 3,6},
2 ist auch Minimum bzgl. < in {2, 3,6},
3 ist bzgl. < nicht minimal in {2, 3,6},
0 ist Minimum von N bzgl. <
Z enthilt kein minimales Element bzgl. <
bzgl. | sind 2 und 3 minimal in {2,3,6},
aber in {2,3,6} existiert kein Minimum bzgl|. |
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Maximale Elemente in HO
Fiir Halbordnung R C M?:
x heiBt maximal bzgl. R in M gdw.
1. xe M und
2. ¥y eM:((x,y) e R—y=x)
Enthdlt M genau ein bzgl. R maximales Element,
dann heiBt dieses Maximum bzgl. R in M.
Beispiele:

» bzgl. < ist 6 maximal in {2,3,6},

6 ist auch Maximum bzgl. <'in {2,3,6},
» 3 ist bzgl. < nicht maximal in {2,3,6},
» bzgl. | ist 6 maximal in {2,3,6},

6 ist auch Maximum bzgl. | in {2,3,6},

» bzgl. C sind b, aa und aba maximal in {a, b, aa, aba},
aber in {a, b, aa, aba}, existiert kein Maximum bzgl. C
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Was bisher geschah

Modellierung von
» Aussagen durch Logiken

» Daten durch

» Mengen, Folgen, Sprachen
Darstellungsformen, Anwendungen, Beziehungen, Operationen

» Zusammenhangen und Eigenschaften durch Relationen
Darstellungsformen, Anwendungen, Beziehungen, Operationen

> Eigenschaften binirer Relationen R C M?
> reflexive, symmetrische, transitive Hiillen
P spezielle bindre Relationen:

» Aquivalenzrelationen, Zerlegung in Aquivalenzklassen
» Halbordungen, Hasse-Diagramm,
minimale / maximale Elemente
» totale Ordnungen
> strikte Ordnungen



WH (aus Mathematik): Funktionen

Funktion f : A — B: spezielle Relation f C Ax B

Relation f C A x B heiBt genau dann partielle Funktion,

wenn Vb,c € B: (((a,b) € f A(a,c) € ) = b= c) (rechtseindeutig)
(alsowennVae A:|m (flz)| <1)

Relation f C A x B heiBt genau dann (totale) Funktion,

wenn f partielle Funktion und Ya € A3b € B : (a, b) € f (linkstotal)
(alsowennVae A: |m (flz)|=1)

Beispiele:

» Relation zwischen Personen und ihrem Geburtstag
ist eine totale Funktion

v

Relation zwischen Tagen und Personen, die an diesem Tag
Geburtstag haben, ist keine Funktion

> R CZ?mit R={(x,x?) | x € Z} ist (totale) Funktion
> R C 72 mit R~ = {(x?,x) | x € Z} ist keine Funktion
> S C N2 mit S = {(x?x) | x € N} ist partielle Funktion
> T CR2mit T ={(sinx, x) | x € R} ist keine Funktion
>

fiir jede Menge A ist die Identitatsrelation /4 C A? mit
Ia = {(x,x) | x € A} eine Funktion (identische Funktion auf A)
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Definition von Funktionen

Funktion f : A — B wird definiert durch Angabe von:
Typ (Signatur), bestehend aus (Syntax)

Definitionsbereich : Menge A
Wertebereich : Menge B

Werte Zuordnung f (Semantik)

extensional z.B. f ={a—1,b~ 0}
(statt £ = {(a, 1), (b,0)})
intensional z.B. f : N — N mit Vx € N : f(x) = x?

Graph von f: Relation f C Ax B = {(x,f(x)) | x € A}

Auf jeder Menge A ist die Identitatsrelation /4 C A?
der Graph der identischen Funktion (ldentitat) auf A

In:A—= A mit VxeA:la(x)=x
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Mehrstellige Funktionen auf einer Menge

Funktion f : A — B mit

A = B" : Funktion f : B" — B heiit auch
n-stellige Funktion auf B
Beispiel: f : N x N — N mit
V(x,y) €N?: f(x,y) =2x+y
A=BC = {e}:
nullstellige Funktionen f : B — B (f : {e} — B)
heiBen auch Konstanten f € B.
Beispiel: ¢ : N - N mit c =3

Achtung:
n-stellige Funktionen f : B" — B sind
n + 1-stellige Relationen f C B"*! auf B
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Abgeleitete Funktionen

Zu jeder Funktion f : A — B sind definiert
f(A) =m(f)CB Bild von f,
firMCA: f(M) =m(flm) € B Bild von M unter f,
fir a e A: (a =m (flizy) € B Bild von a unter f,

f(a)
firNCB  fYN) =m(ftn) A Urbild von N unter f,
F(

fir be B Y(b) =m (f ) CA Urbild von b unter f
Beipiel: Fir A= {a, b,c},B ={1,2,3} und
f:{a,b,c} —{1,2,3} mit f(a) = f(c) =2, f(b) =1 gilt

> f(A)=1{1,2} C B,

» f({a,c})={2} C B, f({b,c}) ={1,2} C B,

> f1({1,3}) = {b} C A

> F1({2}) = F1(2) = {a,c} CAund F1(3) =0 C A

0
Fiir jede (totale) Funktion f: A — B gilt f~}(B) = A
( aber nicht notwendig f(A) = B )
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WH: Eigenschaften von Funktionen

Funktion f : A — B heiBit
injektiv , falls fiir jedes b € B gilt |f~1(b)|
surjektiv , falls fiir jedes b € B gilt [f~1(b)|
bijektiv , falls fiir jedes b € B gilt |f~1(b)|

Eine Funktion ist genau dann bijektiv,
wenn sie injektiv und surjektiv ist.

Beispiele:
» f:N — N mit Vx € N: f(x) = x? ist injektiv, nicht surjektiv
> f:7Z — NmitVx € Z: f(x) = |x]| ist surjektiv, nicht injektiv
> f:Z —ZmitVx € Z: f(x) = x? ist
weder injektiv noch surjektiv
> f:Rsg — R mit Vx € Rsg : f(x) = x? ist
injektiv und surjektiv
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Mengen von Funktionen

Menge aller (totalen) Funktionen von A nach B:
BY={f:A=B}={fCAxB|VacA:|m (fl)| =1}
Beispiel: {0,1}{P9 = {W : {p,q,r} — {0,1}}

Fiir alle endlichen Mengen A, B gilt |B4| = |B|IAl.
( Es existieren |B|I4! verschiedene Funktionen von A nach B.)
Beispiele:

> [{0,1}{Per}| = |{0,1}|I{P-4r}] = 23 = 8 Funktionen
W:{p,q,r} — {0,1}

» 3lAl Funktionen f : A — {rot, griin, blau}
> |{1,2,3,4}|/Al = 4lAl Funktionen f : A — {1,2,3,4}
> ’({0,1}2)*‘) = (1{0,1}]?)/4| = 41| Funktionen f : A — {0,1}?

> ‘A({Mf) = |A|({01) = |A]* Funktionen f : {0,1}2 — A
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Funktionen auf Intervallen {1,... n} CN

Funktion f : {1,...,n} = B (f € B} oft kiirzer f € B")

Beispiel:
f:{1,...,5} = N, wobei Vn € {1,2,...,5}: f() 7n+2
f(1) =09, f(2) =16, f(3) = 23, f(4) = 30, £(5) =

alternative Darstellung 1 =9, r =16, f3 = 23, f4 =30, f5 = 37,

als Folge f = (9,16,23,30,37) = (7n + 2);c(1,...5)

Jede Funktion f : {1,...,n} — B (f € B{L"}) reprisentiert
eine eindeutig definierte Folge (f(/));cq1,. .

Jede Folge (ai)ie{l,...,n} € B" représentiert

eine eindeutig definierte Funktion

a:{l,....,n} = BmitVie{l,...,n}:a(i) = a

Analog: Funktionen auf Produkten von Intervallen
f:o({1,...,m}yx{1,...,n}) > B

reprasent|eren Matrix f € Bllombx{lont oft kiirzer f € BM*"

analog: mehrdimensionale Matrizen f € B™ > *"k
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Funktionen nach {0, 1}

Fiir endliche Mengen A und B Anzahl
> nullstellige Funktionen £ : A° — {0,1} (f € {0,1}{¢})
fo = 0,1 = 1 (Konstanten) 2IA° = 21 =
> einstellige Funktionen f : A — {0,1} (f € {0,1}*) 2/Al
Beispiel: fir A= {a, b}
foo={a—0,b— 0} fo={a—0,b—1}
fio={a—1,b— 0} fi={a—1,b—1}

mogliche Urbilder der 1:

o (1) = 0, £21(1) = {b}, £io"(1) = {a}. 7" (1) = {a. b}

fiir beliebige Menge A:

{ff)CA|f:A={0,1}} ={F1(1)| fe{0,1}4} =24
(Potenzmenge von A)

> zweistellige Funktionen f : A x B — {0,1} 2(IAl1ED
> zweistellige Funktionen f : A2 — {0,1} 2(147)
» n-stellige Funktionen f : A” — {0,1} 2(1A1")
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Charakteristische Funktion einer Menge

Menge U definiert fiir jede Teilmenge A C U die
charakteristische Funktion x4 : U — {0, 1} mit

W€ U+ xalx) = {1 falls x € A

0 sonst
Beispiel: fiir U= {a, b,c,d} und A= {a,d} C U gilt
xa:U—={0,1} mit xa={a—1,b—0,c—0,d— 1}
(xa ordnet jedem x € U den Wahrheitswert der Aussage x € A zu.)
Umgekehrt definiert jede Funktion f : U — {0, 1} eine Teilmenge

fla)ycu

Fiir endliche Mengen U = {ay,...,a,} und

beliebige feste Anordnung [ay, ..., a,] aller Elemente aus U

lasst sich jede Teilmenge A C U durch das eindeutige

Bindrwort (charakteristischer Vektor) b ... b, € {0,1}" mit b; = xa(a;)
reprasentieren.

172



Multimengen (Vielfachmengen, Bags)
zur Beschreibung von Elementen mit Vielfachheit
Beispiele:
» Bibliothek mit mehreren Exemplaren von Biichern
» Vorrat an Miinzen
> Rommé-Blatt
Teilmenge A einer Menge U (Universum)
als charakteristische Funktion von A bzgl. U:
xa:U—={0,1} mit ¥xe U: xa(x)=|AN{x}|
Multimenge A iiber Menge U: Funktion A: U - N
alternative Darstellungen von Multimengen:
z.B. fir U={a,b,c,d} und A: U — N mit
A(a) = 3,A(b) = 3,A(c) = 0, A(d) = 1 durch
» {a—3,b—~3,c—0,d~— 1}, auch {a—~3,b— 3,d — 1}
(dann implizit x — 0 fiir alle nicht enthaltenen x € U)
» als Relation A C U x (N'\ {0}) mit {(a,3),(b,3),(d,1)}
> {a,b,a,b,d,b,at (Reihenfolge egal)
Machtigkeit der Multimenge A: U — N:  |A| =", A(x)



Beziehungen zwischen Multimengen

Multimenge A : U — N ist genau dann Teil(multi)menge der
Multimenge B : U — N, wenn

Vx € U: A(x) < B(x)

(A, punktweise” < B)

Zwei Multimengen A: U — N und B : U — N sind genau dann
gleich, wenn

Vx € U: A(x) = B(x)

(Charakteristische Funktionen von) Mengen A C U sind spezielle
Multimengen mit der Eigenschaft Vx € U : A(x) <1
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Operationen auf Multimengen

Fiir Multimengen A: U - Nund B: U —- N
Vereinigung Vx € U : (AU B)(x) = max(A(x), B(x))
disjunkte Vereinigung Vx € U : (AUB)(x) = A(x) + B(x)
Schnitt Vx € U: (AN B)(x) = min(A(x), B(x))
Differenz Vx € U : (A \ B)(x) = max(0, A(x) — B(x))

(mehr dazu und weitere Operationen in den
LV zu Datenbanken)

Fiir den Spezialfall Mengen (Funktionen nach {0,1})
ergeben U, N, \ genau die Mengenoperationen
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Was bisher geschah

Modellierung von

» Aussagen durch Logik
» Daten durch

» Mengen, Folgen, Sprachen
» charakteristische Funktionen
xa: U—{0,1} von (Teil-)Mengen A C U
» Multimengen A : U — N (spezielle Funktionen)
> Folgen f: {0,...,n} — B (spezielle Funktionen)

je Darstellungsformen, Anwendungen, Beziehungen, Operationen
» Zusammenhangen und Eigenschaften durch

» Relationen
Darstellungsformen, Anwendungen, Beziehungen, Operationen
spezielle bindre Relationen:
» Aquivalenzrelationen, Zerlegung in Aquivalenzklassen
» Halbordungen, Hasse-Diagramm
> totale Ordnungen, strikte Ordnungen
» Funktionen als spezielle Relationen (WH Mathematik)
Darstellungsformen, abgeleitete Funktionen, Eigenschaften
Menge B” aller (totalen) Funktionen f : A — B



Anzahl injektiver Funktionen
Wiederholung: Fiir endliche Mengen A und B ist die Anzahl
> aller Relationen auf A x B:
{RC Ax B} = |{R € 2AXB}‘ = |2AXB‘ = 2IAllBI
» aller totalen Funktionen von A nach B:
[{f: A= B}| =|BA| = |B|A
(zum Nachdenken: Spezialfille A= () oder / und B = ()
Satz
Die Anzahl aller (totalen und) injektiven Funktionen von einer
endlichen Menge A in eine endliche Menge B ist

|Al-1
{f: A= B f injektiv}| = ] (IBl—1)
i=0

Folgerung

Fiir endliche Mengen A und B mit |A| > |B| existiert keine (totale
und) injektive Funktion f : A — B.

176



Endlicher Schubfachschluss

(pigeonhole principle)

Satz (endlicher Schubfachschluss)

Sind O und S zwei endliche Mengen mit |O| > |S|, dann existiert
fiir jede Funktion f : O — S eins € S mit |f‘1(s)’ > 1.

umgangssprachliche Formulierung:
O — Menge von Objekten
S — Menge von Schubfichern

Fiir jede Aufteilung von n Objekten auf k < n Schubfiacher
existiert ein Schubfach, welches mehr als ein Objekt enthalt.

177



Beispiele

» Von 13 Personen haben wenigstens zwei im gleichen Monat
Geburtstag.
O: 13 Personen, S: 12 Monate

» Bei 5 Glithwein auf einem Weihnachtsmarkt mit 3 Glithweinstanden
kommen (wenigstens) zwei Glithwein vom selben Stand.
O: 5 Gliihwein, S: 3 Stande

» 10 verschiedenfarbige Paare Socken
Wieviele blind nehmen fiir einfarbiges Paar?
O: x < 20 Socken, S: 10 Farben
gesucht: kleinstes x mit x > |S| (x = 11)

» je 5 Paare schwarze und weiBe Socken
Wieviele blind nehmen fiir einfarbiges Paar?
O: x < 20 Socken, S: 2 Farben (x = 3)

» Partygesprache: n > 2 Personen
Anzahl der Gesprachspartner ist fiir zwei Personen gleich.
O: n Gaste, S: Anzahl der Gesprachspartner € {0,...,n— 1}
Problem: |O] = |5|
Fallunterscheidung: {p1, ..., p,} enthilt O oder nicht
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Erweiterter Schubfachschluss

Satz
Sind O und S zwei endliche Mengen, dann existiert fiir jede
Funktion f : O — S eins € S mit

0]
el [ig]
mit [x| =min{n € Z | n > x} (analog | x| = max{n € Z | n < x})

umgangssprachliche Formulierung:
Fiir jede Aufteilung von n Objekten auf k Schubficher existiert ein
Schubfach, welches mindestens [ 7] Objekte enthilt.
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Beispiele

» Unter 30 Personen sind mindestens 5 am gleichen Wochentag
geboren.
O: 30 Personen, S: 7 Wochentage
also existiert Wochentag s € S mit f~1(s) > [32] =5
» Von 5 Aussagen haben wenigstens 3 denselben Wahrheitswert.
O: 5 Aussagen, S: {0,1}
also existiert Wahrheitswert s € {0, 1} mit f~1(s) > [3] =3
> Wieviele Karten hochstens nétig fiir komplette Farbe aus
Skatblatt?
O: x < 32 Karten, S: 4 Farben, fiir jede f~1(s) =8
gesucht: kleinstes x mit 7 < [ﬂ also x =29
» Unter je 6 Personen existieren immer entweder 3, die einander
kennen oder 3, die einander nicht kennen.



Unendlicher Schubfachschluss

endlicher (erweiterter) Schubfachschluss:
Sind O und S zwei endliche Mengen, dann existiert fiir jede
Funktion f : O — S ein s € S mit

ol
F1(s)| > 19
o= 12
mit |O| wachst (bei festem S) auch llgll

Satz (unendlicher SchubfachschluB)

Sind O eine unendliche und S eine endliche Menge, dann existiert
fiir jede Funktion f : O — S ein s € S mit unendlichem Urbild
f=1(s).

umgangssprachliche Formulierung;:

Fiir jede Aufteilung unendlich vieler Objekte auf endliche viele
Schubficher existiert ein Schubfach, welches unendlich viele
Objekte enthilt.
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Beispiele

» In jeder unendlichen Menge A C N enden unendlich viele
Zahlen auf dieselbe Ziffer.
O: A, S: 10 mogliche letzte Stellen

» In jeder unendlichen Folge von Ziffern kommt (wenigstens)
eine Ziffer unendlich oft vor.
O: Folgen-Indices N, S: 10 mogliche Ziffern

» In jeder unendlichen Folge von Symbolen aus einem endlichen
Alphabet A kommt (wenigstens) ein Symbol aus A unendlich
oft vor.

O: Folgen-Indices N, S: |A| Symbole

» In jeder Zahl r € R kommt eine Ziffer an unendlich vielen
Nachkommastellen vor
O: Nachkommastellen, S: Ziffern {0,...,9}
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Wiederholung: Darstellung binarer Relationen

Darstellungsformen fiir binire Relation R C M? auf
endlicher Menge M:

» Menge geordneter Paare (intensional oder extensional)
» n x n-Matrix (fir M = {ay,...,a,}) mit Eintragen aus {0,1}

1 falls (aj,a;) € R

Vie{l,...,n}Vje{l,...,n}:m,-j:{
0 sonst

(Charakteristische Funktion der Relation)
» Diagramm (Graph) mit
» Menge M von Ecken und
> Menge R von Kanten

wichtige Eigenschaften bindrer Relationen:
(ir)reflexiv, transitiv, (a)symmetrisch, antisymmetrisch



Gerichtete Graphen
gerichteter Graph G = (V/, E) (Digraph)
» Menge V von Ecken oder Knoten (vertex)
» Menge £ C V2 von Kanten (edge)
hiufige Notation: ab statt (a, b)
Start- und Endpunkt der Kante (a, b) € E sind a,b € V
Schlinge Kante (a,a) € E mitae V
Beispiele:
> G=(V,E) mit

v = {0,1,...,4}
E = {(i,j)eV?|j=i+1V j=i+3}

» Abliufe (z.B. Miinzspiel)

gerichteter Graph G = (V, E) besteht aus
(endlicher) Menge V mit einer zweistelligen Relation £ C V2
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Reprasentationen endlicher Graphen
Graph G = (V,E)

Relation E C V2 (also E € 2(V%)
(extensionale oder intensionale) Angabe aller
Elemente in V und E
Diagramm des Graphen

Adjazenzmatrix von G = (V,E) mit V ={vi,...,vp}:
|V 2-Matrix Mg € {0,1}(VP) mit

.. .. 1 wenn (v;,v;) € E
V(I7J) € ‘V|2 : MG(Iv./) = { 0 sonst ( J)

(charakteristische Funktion der Relation £ C V/?)
Adjazenzliste von G = (V, E):

Lg:V — 2V mit Vv eV: L(;(V) = 7 (E‘{V})

(dh. Lg={v={ue V|(v,u) € E}})
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Ungerichtete Graphen
ungerichteter schlingenfreier Graph (V, E):

» Menge V von Ecken

> Menge E C (\2/) von Kanten

h3ufige Notation: ab statt {a, b}

<\;> ={MCV ||M| =k} ={MC V| M enthélt genau k Elemente}

ungerichteter Graph mit Schlingen: (V, E) mit
% v
EC (2)U<1> ={MCV|M=2Vv|M =1}

Beispiele:
» G=(V,E)mit V={0,1,...,4} und
E={{ijte () i#inai-i}
» Liniennetz Nahverkehr

Graph (ohne Zusatz) bedeutet im Folgenden immer
endlich, ungerichtet und schlingenfrei

(Darstellung einer symmetrischen irreflexiven Relation)
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Spezielle Graphen

(ungerichtet, schlingenfrei)
Ordnung des Graphen (V/, E): Anzahl |V/| der Ecken

leerer Graph (V,E) mit V=0 und E =0

Graph (V,E) mit V = {vi,..., vp} heiBt
isoliert: I, = ({va,...,Vn},0) (n isolierte Ecken)
vollstandig: K, = ({v1,...,vn}, E)
mit E = (‘2/)) (n paarweise verbundene Ecken)
Pfad: P, = ({vi,...,vn}, E)
mit E = {{vi,viz1} |ie{l,....,n—1}}
Kreis: C, = ({vi,...,Va}, E)
mit E ={{vi,viz1} |7€e{l,....n—=1}}U{{vy,v1}}
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Was bisher geschah

Modellierung von
> Aussagen: Aussagenlogik
» Daten: Mengen, Folgen, Multimengen

» Beziehungen und Eigenschaften: Relationen, Funktionen

Graphen:
> (A:) fiir Mengen M (analog Binomialkoeffizienten (}))
> gerichtete / ungerichtete Graphen G = (V, E)
» Darstellungen von Graphen

» Spezielle (Isomorphieklassen von) Graphen: /,, K, P,, C,



Nachbarschaft in Graphen

Ecken u,v € V heiBen im Graphen (V/, E)
benachbart (adjazent) gdw. uv € E
unabhidngig gdw. uv € E

Nachbarschaft (Menge aller Nachbarn) einer Ecke v in G:

Ng(v)={ue V]|uvekE}

Ecke v € V mit Ng(v) = 0 heiBt isoliert.
Graph G = (V, E) definiert Funktion gradg : V — N mit

Va € V :grads(a) = [Ng(a)|

grad(a) heiBt Grad der Ecke a.
(V, E) heiBt n-regular (reguldr) gdw. Va € V :gradg(a) =n
Beispiele: alle C, mit n > 2 sind 2-regular, Kz ist 4-regular
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Eckengrad in gerichteten Graphen
Nachbarn in gerichteten Graphen G = (V, E):
> VWweV:Ng(v)={ueV]|uveE}
(in v eingehende Kanten)

> YwveV:Nyg(v)={ueV]|weE}
(von v ausgehende Kanten)

gerichteter Graph G = (V, E) definiert Funktionen
» grad; ¢ : V — N mit

Vae V:grad; o(a) = |Njg(a)]

grad; ¢(a) heiBt Eingangs-Grad der Ecke a.
» grad, ¢ : V — N mit

VYae V:grad, ¢(a) = [No,c(a)|

grad, ¢(a) heiBt Ausgangs-Grad der Ecke a.
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Graph-Isomorphie

Ein Isomorphismus zwischen den Graphen G = (Vg, Eg) und
H = (Vy, En) ist eine Bijektion f : Vg — Vi mit

= {1001 e (1) 1t €

(also Vix, v} € () : ({F(x). F(1)} € En & {x.v} € Eo))
Graphen G und H, zwischen denen ein Isomorphismus existiert, heiBen
isomorph (G = H).

Beispiel: G = ({a, b,c}, {{a,c},{c, b}}) und
H=({1,2,3},{{1,2},{2,3}}) sind isomorph, denn die Funktion
f:{ab,c} —{1,2,3} mit f ={ar>1,b— 3,c+> 2} ist ein
Isomorpismus von G auf H, weil gilt {{f(x),f(y)} | {x,¥} € Ec} =
— {({£(a), F()}, LF(0), F(B)}} = ({12}, {2,3}} = En

Isomorphie ist eine Aquivalenzrelation auf Menge aller Graphen. (UA)

Ky, I, . .. bezeichnen Aquivalenzklassen von Graphen bzgl. 2
analog definiert: Definition Isomorphie gerichteter Graphen
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Teilgraph-Relationen
Fiir Graphen G = (Vg, Eg) und H = (Vy, En) heiBt H
Teilgraph von G, gdw. Vy C Vs und Ey C E¢

Beispiel: H = ({b, c}, () ist TG von
G = ({av b, C}v {{av C}v {Cv b}})

echter Teilgraph von G, gdw. H Teilgraph von G und H # G
Beispiel: H = ({b, c}, () ist echter TG von
G = ({37 b, C}7 {{37 C}v {C7 b}})

induzierter Teilgraph von G, gdw. Vy C V¢ und
Enw=Ecn ('}) ={{a b} € Eg | {a,b} C Viy}
(Autotool: ,,Beschrinkung® von G auf V)
Beispiel: H = ({b, c},{{c, b}}) ist induzierter TG
von G = ({a,b,c},{{a, c},{c, b}})

aufspannender Teilgraph von G, gdw.
H Teilgraph von G und Vi = Vg
Beispiel: H = ({a, b, c}, {{a, c}}) ist aufspannender
TGvon G = ({a,b,c},{{a,c},{c, b}})

Bis auf echter Teilgraph sind diese Relationen Halbordnungen.
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Operationen auf Graphen

Operationen fiir Relationen
auf Graphen G = (Vg, Eg) und H = (Vy, Ep):

GUH = (VeU Vy,Ec U Ep)
GNH =(VenN Vy,Ec N Ey)
GUH = (VcUVy, EGUEY)
G -x H komponentenweises Produkt
G -; H lexikographisches Produkt
zusatzliche Operation

GxH :(VgUVH,EGUEHU{{U,V} | ueVgAve VH})
fir Vg und Vyy disjunkt (join)
(g&f. Knoten umbenennen, d.h. H durch isomorphen
Graphen H’ mit anderen Knoten ersetzen)

(mehr) spezielle (Isomorphieklassen von) Graphen:
Km.n = Im * I, (vollstandige bipartite Graphen)
Ky, = h = I, (Sterne)

ry = Ay ¥ eoxly flirm>1
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Komplementargraph
fir G = (V, E) und Eckenmenge U C V

G—U=(V\UE\{{u,v}|{uv}inU=#0D})

Fiir G = (V, E) und Kantenmenge F C (‘2/)

G—F=(V,E\F)

Komplementargraph zu G = (V, E):

e (v (4) 1) n e

Beispiele: 5 = K3, C4 = PoUP>, Py = Py
G heiBt selbstkomplementir gdw. G ~ G
Beispiele: 11, Py, Cs
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Pfade in Graphen

Lange eines Pfades = Anzahl der Kanten im Pfad

z.B. Lange von Ps ist 4

Pfad der Lange n im Graphen G:

Teilgraph von G in der Isomorphieklasse P,

Pfad P = (V/,E’) in G = (V, E) ist eindeutig bestimmt durch

> Folge [v1,...,v,] der Ecken in V/ C V oder

» fiir Pfade mit wenigstens einer Kante:
Menge E’ C E aller Kanten in P

Maximaler Pfad in G bzgl. Teilgraph-Relation:

Pfad P = (V’/, E’) ist maximaler Pfad in G = (V, E) gdw.
fiir alle Kanten ab € E gilt:

(V'U{a, b}, E' U{ab}) ist kein Pfad in G

Pfad von a nach b im Graphen G:

Pfad p=1[v1,...,vp] in G mit vy =aund v, = b
Abstand von a und b im Graphen G = (V, E):

distg(a, b) = min{|p| | p € V* ist Pfad von a und b in G} (minf) = o0)
(Lange des kiirzesten Pfades von a nach b in G)
Durchmesser des Graphen G = (V/, E):

diam(G) = max{dist(a, b) | a, b € V}



Kreise und Cliquen in Graphen

Lange eines Kreises = Anzahl der Kanten im Kreis
z.B. Lange von Gy ist 5

Kreis der Lange n im Graphen G:
Teilgraph von G in der Isomorphieklasse C,

echte Kreise: C, mit n > 3
Kreis C = (V',E’) in G = (V, E) ist eindeutig bestimmt durch
» Folge [v1,..., vy] der Ecken in V/ C V oder
» fiir Kreise mit wenigstens einer Kante:
Menge E’ C E der Kanten in C
n-Clique im Graphen G:
Teilgraph von G in der Isomorphieklasse K,
Clique im Graphen G: n-Clique in G fiir ein n € N

Cliquenzahl des Graphen G:
w(G) = max{n | G enthilt eine n-Clique}
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Was bisher geschah

vvyYVvyVvVyy

v

gerichtete / ungerichtete Graphen G = (V, E)
Multigraphen

Darstellungen von Graphen

Spezielle Graphen: I, Ky, Pn, Coy Kin.ns K10, Kny,...o0,

Beziehungen zwischen Graphen:
Isomorphie,
Teilgraph, induzierter Teilgraph, aufspannender Teilgraph

Operationen auf Graphen: U, N, %,

» Nachbarschaften und Eckengrade in Graphen,

n-reguldre Graphen

Pfade, Kreise, Cliquen in Graphen



Wege in Graphen

Weg w im Graphen G = (V, E):
Folge von Kanten w = [viva, ..., vyVvpy1] € EX
(Kanten kénnen mehrfach vorkommen)

durch Folge der Ecken [vi, ..., vnt1] eindeutig bestimmt

Weg von a nach b in G:
Weg [v1,...,vp] in G mit vy =aund v, =b

Fiir jede Ecke v € V ist [v] ein Weg von v nach v

Wege [v1, ..., V] mit vi = v, heiBen geschlossen
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Zusammenhang in ungerichteten Graphen

Reflexiv-transitive Hiille E* C V2 der Kanten-Relation E C V2
heiBt Zusammenhangsrelation im Graphen G = (V| E)

also: (u,v) € E* (u und v sind in G zusammenhéngend)
gdw. ein Weg von u nach v in G existiert

Fiir jeden ungerichteten Graphen G = (V, E) ist E* eine
Aquivalenzrelation auf V.

(Aquivalenzklassen [u] g+ sind Mengen von Knoten)

Von den Aquivalenzklassen [u]g+ induzierte Teilgraphen von G
heiBen Zusammenhangskomponenten von G

Graph G = (V, E) heiBt zusammenhingend gdw.
G aus genau einer Zusammenhangskomponente besteht.

Beispiele: P,,£,,, Kn, Km,n sind zusammenhangend,
I, fiir n > 1, G4 und P> U Ky nicht
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Multigraphen

Wiederholung: ungerichteter Graph G = (V, E) mit E C (\2/)
z.B. G = ({a, b, c,d}, E) mit der charakteristischen Funktion

[V , | 1 falls xy € {ab, ac, bd, dc}
XE : <2> — 10,1} mit xg(xy) = { 0 sonst

Multigraph G = (V, E) mit Multimenge E : (‘2/) — N
z.B. G' = ({a,b,c,d}, E') mit

falls xy = ab

falls xy € {bd, dc}
falls xy = ac
sonst

E'(xy) =

oA~ N

(analog fiir gerichtete Graphen mit £ : V2 — N statt E : V2 — {0,1})
Modellierungsbeispiele:

> Konigsberger-Briicken-Problem (Leonhard Euler, 1736)

» Prozessketten (mit Alternativen zur Bearbeitung von Teilaufgaben)
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Eulerwege und -kreise
In G = (V,E) heiBt jeder Weg w = [eq,...,e,] € E*
genau dann Eulerweg in G,
wenn er jede Kante in E genau einmal enthilt, d.h.
> E={e,...,en},
> V= Uie{l,.“,n} e und

> Vi£je{l,....,n} e #g

Eulerkreis (geschlossener Eulerweg) in G = (V, E):
Eulerweg w = [e1,...,€en,€1] in G

Satz

1. Ein Graph G = (V, E) enthilt genau dann einen geschlossenen
Eulerweg, wenn er zusammenhingend ist und grad(v) fiir jeden
Knoten v € V gerade ist.

2. Ein zusammenhingender Graph G = (V, E) enthilt genau dann
einen Eulerweg, wenn er genau zwei oder keine Ecke ungeraden
Grades enthilt.

Beispiele: Haus vom Nikolaus (4 Varianten), Eulerkreise in Cp, K, K. n -



Hamiltonpfade und -kreise

Hamiltonpfad in G = (V, E):

Pfad w = (v1,...,vs) in G mit V ={vq,..., vy}
(aufspannender Pfad in G)

Hamiltonkreis in G = (V, E):

Kreis w = (vi,...,vp) in G mit V ={vi,...,v,}
(aufspannender Kreis in G)

Beispiele: Hamiltonkreise in C,, Kp, Kin

Es ist i.A. aufwendig, festzustellen, ob ein Graph einen
Hamiltonkreis enthalt.

Anwendungen:

» Problem des Handlungsreisenden
(TSP: Travelling Salesman Problem)

> Logistik
» Pfadplanung, Robotik

» Hardware-Entwurf
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Bipartite Graphen

Ein Graph G = (V/, E) heiBt bipartit gdw. eine Zerlegung {Vp, V4 }
von V (d.h. Von Vi =@ und Vo U V4 = V)
mit ((‘;0) U (‘gl)) N E = existiert.
(G also keine Kanten innerhalb der Mengen V4 und Vi enthilt)
Beispiele:

» P, fiir alle n € N\ {0}

» K, fir alle m,n e N\ {0}

» kein K, fir n € N\ {0,1,2}

» C, fiir alle n € N\ {0} mit 2|n

> alle Teilgraphen der Ky, , fiir alle m,n € N\ {0}

Satz
Ein Graph G = (V,E) ist genau dann bipartit, wenn ein
Kmn = (V,E'") mit E C E' existiert.

(d.h., G aufspannender Teilgraph eines K,  ist)
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Anwendung bipartiter Graphen

Modellierung von Zuordnungen, z.B.
» Personen zu Lieblingsgetranken
» Getranke-Angebot zu Restaurants
» Aufgaben zu Mitarbeitern mit unterschiedlichen
Qualifikationen

» Flugzeuge zu Piloten mit Ausbildung auf verschiedenen
Flugzeugtypen
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Gefarbte (markierte) Graphen
Graph G = (V,E)
Menge Cy, von Eckenmarkierungen,
Menge Cg von Kantenmarkierungen

Eckenfarbung von G: Zuordnung f : V — Cy
Kantenfarbung von G: Zuordnung f : E — Cg
zur Modellierung z.B.:

» Linennetzplan mit Cg = Menge aller Linien zwischen
Stationen

» StraBennetz mit Cg = Entfernung / Fahrzeit (Kosten)
(TSP: Hamilton-Kreis mit geringsten Kosten gesucht)

StraBennetz mit Cg = Hochstgeschwindigkeit

Spielplan mit Cy = Ereignisfeld-Beschreibung
Ablauf-Graphen mit Cg = Options-Auswahl (z.B. Spielzug)
Formelbaum mit Cy = Junktoren und Aussagevariablen
Multigraphen als Graphen mit Cg = N\ {0}

vVvyYyyvyy
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Eckenfarbung
Graph G = (V,E), Farben {1,...,n}
f:V —{1,...,k} heiBt (konfliktfreie) k-Farbung fir G gdw.
Yue VVveV((uveE)—(f(u)=1~f(v)))

(also fiir keine Kante {u, v} € E gilt f(u) = f(v))

Jede Eckenfarbung f : V — {1,..., n} definiert
eine Zerlegung der Eckenmenge V

{FH0) 1 ie{L,...,n}}
G = (V, E) heiBt k-farbbar gdw. k-Farbung fiir G existiert.

Beispiele:
» (s ist 5- ,4- und 3-farbbar, aber nicht 2-farbbar
> K33 ist 2-farbbar,
» | x b % Iy ist 3-farbbar, aber nicht 2-farbbar
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Chromatische Zahl

chromatische Zahl des Graphen G:

X(G) = min{k | G ist k-farbbar }

Beispiele:

>

>
>
>
>

x(G) =3

fir alle n € N gilt x(Kp) =n
fur alle n € N gilt x(/) =1

fir alle n > 1 gilt x(P,) =2
fiir alle n > 2 gilt

(Cy) = 2 falls n € 2N
XE) =93 fallsne2N+1

fir min(m, n) > 1 gilt x(Km,n) =2
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Modellierungsbeispiel Sudoku

Aufgabe informal:
» 9x 9 Felder {fs | z€{1,...,9} Ase{l,...,9}}
> einzutragen sind die Ziffern 1 bis 9 in alle leeren Felder

» Startkonfiguration: einige Felder schon mit Ziffern belegt

» Bedingungen: keine Zahl mehrfach in
> einer Zeile (s #5") = (fzs # fusr)
> einer Spalte (z#2') = (fus # f2rs)
» einem der neun 3 x 3-Blocke

> Aufgabe: korrektes Eintragen von Ziffern in jedes freie Feld

Idee: Reprdsentation korrekter Lésungen als gefarbte Graphen mit
Felder als Ecken des Graphen
Zahlen {1,...,9} als Farben fiir Knoten
Bedingungen (Konflikte) als Kanten des Graphen
Aufgabe: Finden einer konfliktfreien Farbung des Graphen
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Modellierungsbeispiel Sudoku
formal (Verallgemeinerung auf n? x n?-Feld):
Graph G = (V,E) mit
V ={1,...,n%}? (n? x n? Felder)
Cy ={1,...,n%} (n? Zahlen als Farben)

E = {{(z,s),(z’,s’)} € (\2/) | (s=s)YVv(z=2)

v((r51=121) A (121 =721)) }

Beispiel fiir n = 2 (also 4 x 4-Feld und 4 Farben):




Baum-Strukturen

» Hierarchien

» Komponenten-Strukturen

» Familien-Stammb&dume

» Entscheidungsbiume

» Formeln, arithmetische Ausdriicke

sind spezielle Graphen

» zusammenhangend

» enthalten keine Kreise

oft auBerdem relevant:
Richtung und Anordnung im Diagramm
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Ungerichtete Baume
Graph G = (V, E) heiBt genau dann Baum, wenn G
» zusammenhangend und

> kreisfrei
(kein Teilgraph von G ist echter Kreis, d.h. C, fiir n > 3)

v € V mit grad(v) <1 heiBt Blatt
Fakt

Fiir jeden Graphen G = (V, E) mit |E| > 2 und jedes Blatt v € V
gilt: G ist ein Baum gdw. G — v ein Baum ist.

Fakt

Jeder Baum mit mindestens 2 Ecken hat mindestens 2 Blatter.

Fakt
In jedem Baum G = (V,E) gilt |V| = |E| +1

Kreisfreie Graphen G = (V/, E) heiBen Wald.
(Wald = disjunkte Vereinigung von Biumen)
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Charakterisierung der Baume

Fiir jeden Graphen G = (V, E) sind folgenden Aussagen
dquivalent:
1. G ist ein Baum.
2. Zwischen je zwei Ecken u, v € V existiert genau ein Pfad in
G. (UA)
3. G ist minimal zusammenhangend.
(G ist zusammenhéngend und fiir jede Kante uv € E ist
(V, E\ {uv}) nicht zusammenhingend)

4. G ist maximal kreisfrei.
(G enthélt keinen echten Kreis und fiir jede Kante
uv € (\2/) \ E enthdlt (V, E U{uv}) einen echten Kreis)

209



Geriiste

Teilgraph H von G heiBt Geriist (Spannbaum) von G, falls
» H ein Baum und
» H ein aufspannender Teilgraph von G ist.

Beispiele:
> Psin Ks
> Kisin Ks
» G fiir jeden Baum G
» /3 hat kein Geriist
» P, U Ky hat kein Geriist

Fakt
Ein Graph G ist genau dann zusammenhingend, wenn G ein
Geriist besitzt.

(mehr zur Bestimmung von Geriisten im Modul
Algorithmen und Datenstrukturen, 2. Semester)
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Gerichtete Baume

Gerichteter Baum:
gerichteter Graph G = (V, E) mit

1. G enthélt keinen (ungerichteten) Kreis als Teilgraphen
2. Es existiert genau ein v € V mit grad; g(v) =0 (Wurzel)
3. Vue V(u#v—grad; g(u) =1)

Modellierung durch gerichtete Baume, z.B.
» Hierarchien, Klassifikationen
» Verzeichnis-Strukturen
» Formelbdume, Termbiume
> Abstammung
>

Entscheidungsbiaume

Haufig ist auch die Ordnung der Kinder relevant.
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Gerichtete kreisfreie Graphen (DAG)
Graph G = (V, E) heiBt gerichteter kreisfreier Graph
(directed acyclic graph, DAG)
gdw. G keinen gerichteten Kreis als Teilgraphen enthilt

Quelle v € V mit grad,-7G =0
Senke u € V mit grad, c =0

Jeder DAG hat wenigstens eine Quelle und eine Senke.
Beispiele:

>

vVvvyvVvTYyVvyyvyy

Arithmetische Terme mit gleichen Teiltermen
Hasse-Diagramme

Abhangigkeiten

Binare Entscheidungsdiagramme (BDDs)
Graphen zu Spielverlaufen (z.B. Miinzenspiel)
Abldufe mit unabhangigen Teilaufgaben
Programmablaufstrukturen

Geschaftsprozesse
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Was bisher geschah

Modellierung von
Aussagen durch logische Formeln
Daten durch Mengen, Multimengen, Folgen, Sprachen

Zusammenhangen und Eigenschaften von Elementen von Mengen
durch Relationen
(Eigenschaften von Relationen)
Spezielle bindre Relationen (QO, AR, HO, LO)
Darstellung binarer Relationen durch Graphen

Zuordnungen zwischen Elementen von Mengen durch Funktionen
(Eigenschaften von Funktionen)
(Mengen,) Multimengen, Folgen als Spezialfille



Modellierung in Pradikatenlogik

Grundannahme:

Die zu modellierende Welt besteht aus Individuen, die
Eigenschaften haben und zueinander in Beziehungen
(Relationen, Funktionen) stehen.

Pradikatenlogik zur Formalisierung von Aussagen iiber
Eigenschaften oder Beziehungen von Individuen aus
(algebraischen) Strukturen
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Pradikatenlogische Aussagen

» Personen sind Geschwister, wenn sie dieselbe Mutter oder
denselben Vater haben.
» A ist genau dann Nachfahre von B, wenn B A’s Vater oder

A’'s Mutter ist oder ein Elternteil von A Nachfahre von B ist.

» Nachfahren derselben Person sind miteinander verwandt.

Individuenbereich: Menge von Personen
Beziehungen: ist-Nachfahre-von, sind-verwandt, sind-Geschwister

Funktionen: Mutter-von, Vater-von
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Pradikatenlogische Aussagen

» Primzahlen sind genau diejenigen natiirlichen Zahlen, die
genau zwei verschiedene Teiler haben.

» Gerade Zahlen sind genau diejenigen natiirlichen Zahlen, die
durch zwei teilbar sind.

P Es existieren gerade Primzahlen.

v

Nachfolger ungerader Primzahlen sind nicht prim.
» Das Quadrat jeder geraden Zahl ist gerade.

Individuenbereich: Menge N aller natiirlichen Zahlen
Eigenschaften: prim, gerade

Beziehung: | (teilt)

Funktionen: Nachfolger, Quadrat, 2
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(Algebraische) Strukturen — Beispiele
(Trager-)Mengen (Individuenbereiche) mit
Relationen (Eigenschaften, Beziehungen) und
Funktionen (Operationen) auf den Elementen, z.B.

» Menge aller Personen
Relationen: ist-dlter-als, sind-Geschwister (zweistellig)
einstellige Relationen (Eigenschaften): blond
Funktion (einstellig): Mutter-von

» Menge N aller natiirlichen Zahlen
Relationen: > (zweistellig), | (teilt, zweistellig)
einstellige Relationen (Eigenschaften): prim, gerade
Funktionen: Nachfolger (einstellig), + (zweistellig)

» Menge R? aller Punkte der Ebene
Relationen: hat-kleineren-Abstand-von-0 (zweistellig),
bilden-gleichseitiges-Dreieck (dreistellig)
Funktionen: verschieben (einstellig), Mittelpunkt (zweistellig)

> Menge A* aller endlichen Woérter iiber Alphabet A
Relation: Anfangswort, lexikographische Ordnung (zweistellig)
Funktion: Verkettung (zweistellig)
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Relationale Strukturen
Eine relationale Struktur A = (A,{R; | i € I}) besteht aus

> einer nichtleeren Menge A und
» einer Menge von Relationen R; C A" (je mit Stelligkeit n;)

hiufige Notation: (A, Ry, ..., R,) statt (A, {Ry,..., R.})
Beispiele:

> (N,],<)
> ({0.1},<,-)

> (24,

> (A%, D)

» jeder Graph (V, E)

» jeder Graph (V,E,R, G, B) mit

» Knotenfarbung (Eigenschaften R, G C V) und
» Kantenfirbung (Beziehung B C V x V)

» Menge aller endlichen Graphen mit Isomorphie & und
Teilgraph-Relationen
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Strukturen — noch mehr Beispiele

(funktionale) algebraische Strukturen (Algebren) aus den

Mathematik-LV:

Halbgruppe , z.B. (N, +), (2Z, ) (2X,0) , (A%, 0), (214, 0)
Monoid , z.B. (N 1), (N, +,0), (2X,U,0) , (A*,0,¢),
2. {s})

Gruppe , z.B. (Z,+,0), (Zn,+,0), (Zp, -, 1) fiir Primzahl n
Halbring , (2Z + 3, ({0,1},XOR, -), (24" U, o)
Ring , z.B. (Z,+,-,0,1), (Zpn,+,-,0,1) fiir Primzahl n
Korper , z.B. (Q,+,-,0,1), (Z,,+,-,0,1) fiir Primzahl n
Vektorraum z.B. R"

zwei Tragermengen (Individuen verschiedener Typen):

Skalare R, Vektoren R”
Funktionen, z.B. skalare Addition, Multiplikation
+, :RxR—>R
Vektoraddition + : R” x R" — R", Skalarprodukt
() RPxR" R
Kombinationen (Strukturen mit Funktionen und Relationen)
z.B. halbgeordnete Gruppe (Z,+,0, <)
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Strukturen desselben Types
A Menge {0,1} mit
» Konstanten 0,1
» Funktionen min, max (zweistellig)
» Eigenschaft gerade
» Relation < (zweistellig)
B Menge aller Studenten im Raum mit
» Konstanten Anton, Berta
> Funktionen Alterer (zweistellig),
kleinere-Matrikelnummer (zweistellig)
» Eigenschaft tragt Brille
> Relation befreundet (zweistellig)
C Menge 2V mit
» Konstanten (), N
» Funktionen N, U (zweistellig)
» Eigenschaft endlich
» Relation C (zweistellig)
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Signaturen — Motivation

(syntaktische) Gemeinsamkeiten der Strukturen A, 3,C:

>

>
>
»
>

eine Tragermenge

zwei Konstanten (nullstellige Funktionen)
zwei zweistellige Funktionen

eine Eigenschaft (einstellige Relation)
eine zweistellige Relation

Notation durch Symbole (mit zugeordneter Stelligkeit)
zur Bezeichnung von Relationen und Funktionen
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Signaturen

Signatur ¥ = (X, Xg) mit Mengen
Yr={(f,n) | ne€ N} von Funktionssymbolen (mit Stelligkeit)
Yr ={(R,n) | n€ N} von Relationssymbolen (mit Stelligkeit)
(nullstellige Funktionssymbole heiBen Konstantensymbole)

Signatur definiert einen Typ von Strukturen (Syntax)

Strukturen mit derselben Signatur unterscheiden sich in der
Semantik (Bedeutung) der Symbole:

> Tragermengen

» Bedeutung der Funktions- und Relationssymbole
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Beispiele fiir Signaturen

» Signatur fiir arithmetische Ausdriicke (iber natiirlichen,
rationalen, reellen, ...Zahlen
2r={(+2),(2),(2),(/,2)} U{(x,0) | x € N}
(je ein nullstelliges Symbol (Konstante) fiir jede Zahl aus der
Tragermenge, hier z.B. N)

Yr=10

> Sj_gnatur fiir Mengen mit einer zweistelligen Relation
(Aquivalenzrelation, Halbordnung, Graph)
1Fp= 0, 1r= {(R, 2)}

» Signatur fiir aussagenlogische Formeln in AL({p, q})
1F= {(\/v 2)’ (/\7 2)’ (ﬁ’ 1)7 (fa 0)7 (ﬂ—'v 0)’ (P, O)’ (q’ O)},
Yr={(=2),(=,2),(erfullbar, 1)}

» Signatur fiir alle drei Strukturen A, B,C auf Folie 219
2r = {(%,0),(4,0),(V,2),(0,2)},
1R= {({}7 1)7 (C( 72)}
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> -Strukturen

Fir eine Signatur X = (X, Xg) heiBt eine algebraische Struktur
A= (A, []a) Z-Struktur gdw.

> A+ () Tragermenge (Individuenbereich, Universum)
> Y(f,n)eXp: [fla: A" = A
> VY(R,n) € Xg: [R]a C A" (bzw. [R]4: A" — {0,1} )
[-].4 ordnet jedem Funktions- und Relationssymbol seine Bedeutung in A
(Funktion / Relation passender Stelligkeit) zu.
Beispiel: X-Strukturen fiir die Signatur X = (Xf, Xg)
mit g = {(R,2)} und Xr = {(f,2),(c,0)} sind z.B.
> A= (N, [L4) mit
[c]a =0, ¥(x,y) € N?: [fla(x,y) = x+,
[Rla = {(x,y) € N? | x|y}
> B=(Z,[]s) mit

[cls = =3, Y(x,y) € Z% : [f]s(x,y) = x -y,
[Rls = {(x,y) € Z% | x < y}
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Terme — Syntax

Beispiele: fiir Signatur ¥ = (XF, Xg) mit
Yr=1{(3,0),(5,0),(+,2),(-,2)} und g = {(>,2)} und Menge
X = {x,y,z} von Variablen

» Ausdriicke 3+ x, 5, y, ((¥y +5) - (3-x)) + x sind korrekt aus
Symbolen aus ¥ und X zusammengesetzt

» Ausdriicke 3x+, +5, 3(x + y), (3x5) + z sind nicht korrekt aus
Symbolen aus Y ¢ und X zusammengesetzt

Definition (induktiv)

Die Menge Term(X, X) aller Terme iiber der (funktionalen) Signatur ¢
mit Variablen aus der Menge X ist definiert durch:

IA: X C Term(Xf, X) (Jede Variable x € X ist ein Term.)

IS: Sind (f,n) € X¢ (f ist n-stelliges Funktionssymbol) und t1,..., ¢,
Terme aus Term(Xf, X),
dann ist f(ty,...,t,) ein Term aus Term(Xf, X).

verschiedene Darstellungen von Termen moglich,
z.B. Baum, Infix-, Prafix-, Postfixform
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Grundterme

Terme ohne Variablen heiBen Grundterme.
Term (X £, D) ist Menge aller Grundterme iiber Signatur L

Beispiele:
fir p = {(f,1),(g,2),(h,2),(c,0)} und X = {x, y, z} gilt
» c e Term(Xfg,0) C Term(Xfg, X) (Grundterm)

> z € Term(XF,X), aber z € Term(Xg, 0) (kein Grundterm)
> f(c) € Term(Xfr, D) C Term(Xf, X)

> h(f(x),c) € Term(Xf,X), aber h(f(x),c) & Term(Zf, ()

> ¢ Term(Xr, X)

» h(c) € Term(Xf, X),

> x(c) & Term(Xr,X)

Warum gilt fiir alle Signaturen ¥ ohne Konstantensymbole )
Term (Xf,0) = 07? (UA)
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Beispiele

> fiir 5 = {(+2), (= 2), (2),(/,2)} U{(n,0) | n € N} ist

Term(Xfr, () die Menge aller arithmetischen Ausdriicke
(Terme) mit Zahlen aus N (z.B. 3/5+1/4),
(Achtung: hier geht es nur um die Syntax, Wert i.A. ¢ N)

Term(Xr, {a, b, c}) die Menge aller arithmetischen Ausdriicke
(Terme) mit natiirlichen Zahlen und Variablen aus der Menge
{a,b,c} (z.B. (3-2) +((2- b)/c)),

> Xr ={(%0),(4,0),(9,2),(¢,2)}
> & € Term(Zf, (), Grundterm
> O (x,O(y, M) € Term(Zr, {x,y,z}), kein Grundterm
> A(&(O,0(0))) & Term(XFr, X)
> O, O(M, &) € Term(Xf,0)
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GroBe von Termen

Die Funktion size(t) : Term(X g, X) — N ist (induktiv) definiert
durch:

IA: falls t = x € X, dann size(t) =1

IS: falls t = f(t1,...,tn), dann

size(t) =1+ Zsize(t,-)
i=1

(size ordnet jedem Term t € Term(Xf, X) seine GroBe zu)

Beispiele fir ¥r = {(f,1),(g,2),(h,2),(c,0)} und X = {x,y, z}:

> size(x) =1 (I1A)
» size(c) =1+0= (I1S)
» size(f(x)) =1+ size(x) =2

» size(h(f(x),c)) =1+ size(f(x)) +size(c) =14+2+1=4
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Menge aller Variablen in einem Term

Die Funktion var(t) : Term(X g, X) — 2% ist (induktiv) definiert
durch:
IA: falls t = x € X (Variable), dann var(t) = {x}
IS: falls t = f(t1,...,ts) mit (f,n) € X, dann
var(t) = var(t;) U--- Uvar(t,)
(var ordnet jedem Term t € Term(Xfg, X) die Menge aller in t
vorkommenden Variablen zu)

Beispiel: Fir X = {(f,2),(g,2),(a,0)} und
t = f(g(x, a),g(f(a,y),x))
gilt var(t) = {x,y}
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Wert von Grundtermen in Strukturen

gegeben: (funktionale) Signatur g = {(f, n) | n € N},
Y -Struktur A= (A, []4a)

Die Semantik von Grundtermen in Strukturen wird definiert durch
die Erweiterung der Semantik-Funktion [-] 4 auf Grundterme, d.h.
zu einer Funktion [-]4 : Term(Zf,0) — A

Definition (induktiv)

Der Wert des X g-Grundtermes t = f(ty,...,t,) € Term(Xf,0)
in der X g-Struktur A = (A, [-]4) ist

[[tﬂfl = [[f]]A ([[tl]]Av R [[tnﬂA)

Fehlt hier der Induktionsanfang?

nein, ist als Spezialfall enthalten:

Fiir Terme t = ¢ mit (c,0) € Xr (Konstante) gilt [t]4 = [c]a
(Bedeutung der Konstante ¢ in A, gegeben in Definition von A)
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Beispiel
Signatur ¥ = (X, Xg) mit
> YF = {(%,0),(4,0),(9,2),(¢,2)},
> Tr={(x1), (@ 2)}
=& =3B, 0(M, &)

Y-Struktur A = (A, [-].4) mit

A = N
[#]a = 5
[#]4a = 3
V(x,y) €N?: [O]alx,y) = x+y
V(x,y) € N2: [O]alx,y) = x-y
[#]a = {0,...,10}

[¢Ja = {(2n,n)|neN}

[s]a=[®]a=5 [tla=-...

230



Beispiel
Signatur ¥ = (Xf, Xg) mit

> 2r={(%,0) (s,
> Tr={(®1),(C,2)}

0),(©,2), (€, 2)},

s = * t= <>(*7 Q?(‘7 *))

Y-Struktur B = (B, [-]g) mit

B

[%]5

[&]5

Y(x,y) € {0,1}% : [V]5(x, y)
V(x,y) € {0,1}?: [Ols(x,y)
=]

[<]s

[s]5 = [%]5 =0,

{0,1}

0

1
min(x, y)
max(x, y)

{0}

{(0,0),(0,1), (1,

[tlg="..

1)}
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Weiteres Beispiel

Y -Struktur C = (C, [-]¢) mit

C = Menge aller Studenten (m/w/d) hier

[&]c = Student rechts vorn
[#]c = Student daneben
V(x,y) € C*: [Vle(x,y) = x
V(x,y) € C: [Ole(x,y) = v

[3]c {x € C| x tragt Brille}
[c]le = {(x,y)€ C?|xundy im selben SG}

[s]c = [#]c = Student rechts vorn  [t]¢c = ...
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Noch ein Beispiel

s=d&
Y-Struktur D = (D, [-]p) mit

D =

[&]p
[&®]p

fﬁmwﬂmw)
2N)  [O]n(M, N)

%]
<o

V(M,N) e

V(M,N) e

/N N

[slp = [&]p =0,

t = (b, O(i, &)

oN
0
N

MNN

MUN
{MCN|[M|eN}
{(M,N) € D*>| M C N}

[[t]]D:...
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Aquivalenz von Grundtermen in einer Struktur

Y r-Grundterme s, t € Term(Xf, () mit [s]4 = [t].4 heiBen
dquivalent in A (s =4 t).

In den Beispielen oben gilt

S FE4 t
s =p t
s Fc¢ ot
s =p t

schon bekannter Spezialfall:
semantische Aquivalenz aussagenlogischer Formeln
(ohne Aussagenvariablen)
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Was bisher geschah

(algebraische) Strukturen zur zusammenhangenden Modellierung von

Mengen von Individuen (evtl. verschiedener Typen)
Funktionen auf Individuen dieser Mengen
Relationen zwischen Individuen dieser Mengen

klare Unterscheidung zwischen

Syntax: Symbole zur formalen (maschinell zu verarbeitenden)
Darstellung von Individuen, Funktionen und Relationen

Signatur X = (X, Xg)
Terme iiber der Signatur Xr: Term(Xf, X)
Spezialfall Grundterme (ohne Variablen)

Semantik: X-Strukturen definieren Bedeutung der Symbole aus
Y-Struktur A = (A, [-].4) mit
> A () Tragermenge (Universum)
» fiir jedes (f, n) € Xr eine Funktion [f]4: A" — A
> fiir jedes (R, n) € L eine Relation [R]4 C A"



Wiederholung: Signatur, Terme

Signatur ¥ = (X, Xg) mit Mengen
Yr={(f,n) | n€ N} von Funktionssymbolen (mit Stelligkeit)
Yr ={(R,n) | n€ N} von Relationssymbolen (mit Stelligkeit)

Definition (induktiv)
Die Menge Term(Xf, X) aller Terme iiber der (funktionalen)
Signatur ¥ mit Variablen aus der Menge X ist definiert durch:

[A: Jede Variable x € X ist ein Term. (X C Term(Xf, X))
IS: Sind (f, n) € Xf (f ist n-stelliges Funktionssymbol) und
ti,...,tn Terme aus Term(Xr, X),

dann ist f(t1,...,t,) ein Term aus Term(X g, X).



WH: Signaturen

Signatur X = (X, Xg) mit Mengen
Yr={(f,n) | ne N} von Funktionssymbolen (mit Stelligkeit)
Yr ={(R,n) | n€ N} von Relationssymbolen (mit Stelligkeit)
(nullstellige Funktionssymbole heiBen Konstantensymbole)

Signatur definiert einen Typ von Strukturen (Syntax)

Strukturen mit derselben Signatur unterscheiden sich in der
Semantik (Bedeutung) der Symbole:

» Tragermengen

» Bedeutung der Funktions- und Relationssymbole



> -Strukturen

Fiir eine Signatur ¥ = (X, Xg) heiBt eine algebraische Struktur
A= (A, []a) Z-Struktur gdw.

> A £ () Tragermenge (Individuenbereich, Universum)

> Y(f,n)eXp [fla:A" = A

» V(R,n) € Xg: [R]a C A" (bzw. [R]4: A" — {0,1} )
[].4 ordnet jedem Funktions- und Relationssymbol seine Bedeutung in .4
(Funktion / Relation passender Stelligkeit) zu.

Beispiel: X-Strukturen fiir die Signatur ¥ = (Xf, XR)
mit Xz = {(R,2)} und Xr = {(f,2),(c,0)} sind z.B.

> A= (N,[]a) mit
[[CH.A =0, V(X,y) € N?: [f]].A(XLy) =x+vy,
[Rla = {(x,y) € N*| x|y}

> B =(Z,[]s) mit
[c]s = =3, ¥(x,y) € Z* : [fls(x,y) = x - y,
[Rls ={(x,y) € Z* | x <y}



WH: Terme

Definition (induktiv)
Die Menge Term(Xr, X) aller Terme iiber der (funktionalen) Signatur X
mit Variablen aus der Menge X ist definiert durch:

IA: Jede Variable x € X ist ein Term. (X C Term(Xr, X))

IS: Sind (f,n) € ¢ (f ist n-stelliges Funktionssymbol) und t, ..., t,
Terme aus Term(Xf, X),
dann ist f(t1,...,t,) ein Term aus Term(Xf, X).

verschiedene Darstellungen, z.B. Baum, Infix-, Prafix-, Postfixform
Beispiele: fiir Signatur ¥ = (Xf, Zg) mit
Yr={(R,2)} und X = {(f,2),(c,0)} Xr = {(R,2)} und Menge
X = {x,y, z} von Variablen
» Ausdriicke ¢, f(c,c), f(f(x,c),y), z, f(f(z,z), f(f(x,c),y)) sind
Terme (korrekt aus Symbolen aus Y ¢ und X zusammengesetzt)

» Ausdriicke c(f(y)), y(c), f(x,f(c)) sind keine Terme
(nicht korrekt aus Symbolen aus Xr und X zusammengesetzt)



WH: Wert von Grundtermen in Strukturen

gegeben: funktionale Signatur X = {(f,n) | n € N}
Y-Struktur A = (A, [-].4)

Definition (induktiv)
Der Wert des X g-Grundtermes t = f(ty,...,t,) € Term(Xg, ()
in der X g-Struktur A = (A, [-].4) ist

[t]a = [fla([ta]a, -, [ta]a)

Fehlt hier der Induktionsanfang?

nein, ist als Spezialfall enthalten:

Fiir Terme t = ¢ mit (¢,0) € Xf (Konstante) gilt [t]4 = [c]a
(Bedeutung der Konstante ¢ in A, gegeben in Definition von A)



Interpretation von Termen mit Variablen

gegeben:
» Signatur ¥ = (Xf, XIR),
» Variablenmenge X
» Y -Struktur A= (A, []4)
> t e Term(Xr, X)

Welchen Wert (Individuum) in A haben Variablen x € X7

Belegung 3 : X — A der Individuenvariablen
(ordnet jeder Variablen einen Wert aus der Tragermenge von A zu)

Eine Interpretation fiir einen Term t € Term(Xg, X) ist ein Paar
(A, 3) aus

» einer X-Struktur A = (A, [-].4) und

> einer Belegung 5 : X — A.
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Beispiele
Term s = f(g(x, a),g(f(a,y),x)) lber der Signatur ¥ = ...
» Interpretation (A, a) mit X-Struktur A = (N, [-]a), wobei

[a]la = 1
V(m,n) € N?: [fla(m,n) = m+n
V(m,n) € N?: [g]la(m,n) = m-n

und Variablenbelegung o : {x,y} = N mit a(x) =2,a(y) =1
> Interpretation (B, 3) mit X-Struktur B = (2{*b:¢} []p):

[a]ls = {b,c}
Y(M, N) € (2{a*b7°})2:[[f]]B(M, N) = M\N
¥(M, N) € (2{‘%‘”})2 lels(M,N) = MUN

und Variablenbelegung 3 : {x,y} — 2{&b<} mit
B(x) =0,8(y) = {b}
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Werte von Termen mit Variablen

Der Wert des Termes t € Term(X g, X) in der
Y r-Interpretation (A, 3), bestehend aus

» der Xp-Struktur A = (A, [-].4) und
> der Belegung 5 : X — A
ist (induktiv) definiert durch
IA fiir t = x € X gilt [t](4,8 = B(x)
IS fur t = f(t1,...,ty) gilt

[thap) = [fla ([talapys - - - [tal )

Der Wert eines Termes in einer Interpretation ((A, [-]4), «) ist ein
Element aus A.

(Man bemerke die Analogie zur Berechnung des Wahrheitswertes
einer aussagenlogischen Formel mit Aussagenvariablen.)

Der Wert von Grundtermen aus Term(X g, () in einer Interpretation
(A, «) héngt nicht von der Belegung « ab.
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Beispiele
Signatur ¥ = (Xf, Xg) mit
Yr={(a,0),(b,0),(f,1),(g,2),(h,2)} und Lg =10
Variablenmenge X = {x, y}
Y-Struktur S = (S, [-]s) mit

S =N
[a]ls = 5
[b]ls = 3
VneN:[fls(n) = 14n
V(m,n) € N?: [g]ls(m,n) = m+n

V(m,n) € N*: [A)s(m,n) = m-n

Variablenbelegungen (5 : {x,y} — N mit 5(x) =0,6(y) =1
vy = Nmit y(x) =2,9(y) =0
Terme s = g(h(f(a),x), h(x,y)) und t = h(f( ): (y, a))
[slspy=---:[thspy = -+ [Slsy) = - -+ [tls,
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Atome in FOL — Syntax

Term reprasentiert Individuum aus der Tragermenge

Atom elementare Formel,
reprasentiert Eigenschaft von oder Beziehung
zwischen Individuen der Tragermenge
Signatur ¥ = (Xf, Xg) mit
» Menge L r von Funktionssymbolen mit Stelligkeit (f, n)
» Menge L g von Relationssymbolen mit Stelligkeit (R, n)

Definition
Menge aller >-Atome mit Variablen aus der Menge X:

Atom(X,X) = {R(t1,...,ts) | (R,n) € Zgund ty,...,t, € Term(Xr, X)}

Atome ohne Individuenvariablen heiBen Grundatome.
Menge aller Grundatome: Atom(Z, ()
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Atome — Beispiele

» Signatur ¥ = (X, Xg) mit
Yrp= {(17 O)v (27 0)7 (\[7 1)7 (+7 2)}
r={(=2),(<,2)}
Variablenmenge X = {x, y, z}
> J/x=2 € Atom(X,X)
> Vx+2 & Atom(XZ,X) (aber vx +2 € Term(ZF, X))
> V1+v2<V/V2 € Atom(E,0)
» Signatur ¥ = (X, Xg) mit
1FE= {(av 0)7 (b7 0)7 (k7 2)7 (d7 2)}
rr={(P.1).(Q,2)}
Variablenmenge X = {x, y}
> y & Atom(X,X)
P(x) € Atom(X,X)
P(a) € Atom(x, ()
g((Q( (a), k(x,5))) & Atom(E,X)

>
>
> y)

> Q(k(a,d(y, a)) x) € Atom(X, X)



Atome — Semantik
Signatur ¥ = (X, Xg), Variablenmenge X
Y -Interpretation (A, &) mit
» Y -Struktur A = (A, []a)
» Belegung der Individuenvariablen o : X — A

Wert des Atomes a = P(ty, ..., t,) € Atom(Z, X)
in der Interpretation (A, a):

lal(aa) = [P(t1,-- - ta)lca,q
= [['DHA ([[tl]](A,oc)v R [[tnﬂ(A7a))

1 falls ([[tl]](A,a)w"»[[th(A,a)) S [[P]]_A
0 sonst

(Spezialfall Atom a mit (a,0) € Xr: [a](4,a) = [a].4)

Der Wert eines Atomes in einer Interpretation (A, «) ist ein
Wabhrheitswert.

Der Wert von Grundatomen aus Atom(X, () in einer Interpretation
(A, @) hingt nicht von der Belegung « ab.
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Semantik von Atomen — Beispiele
Signatur ¥ = (Xf, Xg) mit
YE= {(av 0)’ (fa 1)} und g = {('D’ 1)’ (R’ 2)}r
Variablenmenge X = {x, y}
Y-Struktur S = (S, [-]s) mit

s = {0,1,2)

[als = 1
VdeS: [fls(d) = 2—d
[Pls = {0,2}

[[R]]S = {(17 0)7 (17 2)7 (2’ 2)}

Belegung 5 : {x,y} — {0,1,2}: B(x) =0,
Wert der folgenden Atome aus Atom(X, X)

in der Interpretation (S, 3):
[P(FO))¢ (5,0) = [PIs([f(x)](s.8)) = [Pls(2) = 1 € {0,1} (WW)
[PC)]¢ S,B) HP(Q)H(S,B) =...
[P(f(a))ls, S [PUF(FCI)(s.8) =
(x,a)l Sﬁ) 2 [R(F(Y): )]s,8) =
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Pradikatenlogik (der ersten Stufe) — Syntax (Formeln)

» aussagenlogische Junktoren t,f, -, V, A, —, <>
> 3 -Atome
» Quantoren V, d

Die Menge FOL(X, X) aller Formeln der Pradikatenlogik
(der ersten Stufe, first order logic) iiber der Signatur X mit
(Individuen-)Variablen aus der Menge X ist (induktiv) definiert
durch:
IA: Atom(X, X) C FOL(X, X)
(Alle Atome sind Formeln.)
IS: » Aus {¢1,...,¢n} C FOL(XE, X) folgt fiir jeden
n-stelligen Junktor x:
*(¢1,...,¢n) € FOL(Z, X)
» Aus ¢ € FOL(X, X) und x € X folgt
{Vxyp, Ixp} C FOL(L, X)

(Baumstruktur, analog zur Definition von Termen)
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Beispiele

» Signatur ¥ = (Xf, Xg) mit
Yr={(a,0),(f,1)} und Xg = {(P,1),(R,2)}
Variablenmenge X = {x, y}

Formeln aus FOL(X, X):

p1 = P(f(x))
v = (P(x) < (=P(f(x)) A (Vx3y ((P(x) <> P(y)) A R(x,¥)))))
w3 = xVyp;

> ¥ = (0,Xg) mit Tr = {(p,0),(q,0)}, X =10
Formeln aus FOL(X, 0):

Y1 = pVvVg
Y2 = —pV-(qVp)

(Syntax der Aussagenlogik ist Spezialfall der FOL-Syntax)



Modellierung in Pradikatenlogik — Beispiel Geschwister

(Verschiedene) Personen sind (genau dann) Geschwister, wenn sie
dieselbe Mutter oder denselben Vater haben.

>
>

Individuenbereich: Personen
Beziehungen: sind-Geschwister (R), Mutter-von (F), Vater-von (F)

Signatur Y = (ZFaZR) mit ZF = {(ma 1)7 (V7 1)}' ZR - {(G72)7 (:72)}
Zwischenschritte:

>
>

>

Die Mutter der Person x ist die Mutter der Person y: m(x) = m(y)
Die Personen x und y haben dieselbe Mutter oder denselben Vater.
m(x) = m(y) V v(x) = v(y)

Die Personen x und y sind verschieden und haben dieselbe Mutter
oder denselben Vater.

“(x =y) A (m(x) = m(y) vV v(x) = v(y))

Die Personen x und y sind genau dann Geschwister, wenn sie
verschieden sind und dieselbe Mutter oder denselben Vater haben.
G(x,y) < (=(x = y) A(m(x) = m(y) V v(x) = v(y)))

(Zwei beliebige) Personen sind genau dann Geschwister, wenn sie
verschieden sind und dieselbe Mutter oder denselben Vater haben.

VxVy (G(x,y) < (2(x = y) A(m(x) = m(y) V v(x) = v(y))))
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Variablen in Formeln

Eine Individuenvariable x € X kommt vor in

Term t, falls t = x oder
t=f(t1,...,t,) und x in einem t; vorkommt,

Atom a = p(ti1,...,t,), falls x in einem t; vorkommt,

Formel ¢, falls x in einem Atom in ¢
(Teilformel von ¢, die ein Atom ist) vorkommt.

var(y): Menge aller in ¢ vorkommenden Indiviuenvariablen

Beispiele:
> fiir o1 = R(x, a) gilt var(p1) = {x}
> fiir oo = IxR(x, f(y, x)) gilt var(pz) = {x,y}
> ﬂjl’ Y3 =
(P(x) < (=P(F(x)) A (v3y ((P(x) < P(y)) A R(x,¥)))))
gilt var(3) = {x, y}



Freie und gebundene Vorkommen von Variablen

Ein Vorkommen der Indiviuenvariablen x in ¢ heiBt
gebunden , falls x in einer Teilformel von ¢ der Form dxi) oder
Vx1) vorkommt,
bvar(y): Menge aller in ¢ gebunden vorkommenden
Variablen
frei , sonst

fvar(p): Menge aller in ¢ frei vorkommenden
Variablen

var(p) = fvar(¢) U bvar(y) gilt immer.
fvar(y) Nbvar(yp) # 0 ist moglich, gilt aber nicht immer.
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Beispiele

01 = R(x,a) bvar(p1) = 0, fvar(¢1) = {x}

2 = IxR(x, f(y,x)) bvar(pz) = {x}, fvar(¢2) = {y}

p3 = (P(x) < (=P(f(x)) A (VxTy ((P(x) < P(y)) A R(x,¥)))))

bvar(p3) = {x, y},fvar(ps3) = {x}

P4 = VxVyp3 bvar(ps) = {x,y}, fvar(ps) = 0
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Satze

Jede Formel ¢ € FOL(X, X) mit fvar(yp) = 0 heiBt Satz.
Beispiele: Fir X = (Xp, Xg) mit Xr = {(¢,0)},Xr = {(R,2)}
und X = {x, y} sind
> VxVy(R(x,y) — R(y,x)) ein Satz in FOL(Z, X),
» R(c,c) ein Satz in FOL(X, X),
» Jy(R(c,y) = R(y,c)) ein Satz in FOL(Z, X),
> R(x,y) = R(y,x),
Vx(R(x,y) = R(y;x)),
Fy(R(x,y) = R(y,x)),
Vx(R(x,y) — JyR(y, x)) keine Satze in FOL(X, X).
fir ¢ € FOL(X, X) mit fvar(y) = {x1,...,xn}:
universeller Abschluss von ¢: Vo 1= Vxy - - - VX

existentieller Abschluss von ¢: Jp := 3xy - - - Ixpep

Fiir jede Formel ¢ € FOL(X, X) sind V¢ und Jp Satze.
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Was bisher geschah

Klassische Pradikatenlogik der ersten Stufe FOL(X, X):

Syntax P Signatur ¥ = (g, Xg),
» Menge X von (Individuen-)Variablen
» Terme Term(X, X), Grundterme Term(X, 0)
» Atome Atom(X,X), Grundatome Atom(Z, ()
» Formeln FOL(X, X),
> Satze,
» universeller, existentieller Abschluss von ¢: Y, 3o
Semantik  » X-Strukturen A= (A, []4)

» Belegung der Individuenvariablen a: X — A
» Y -Interpretationen (A, a)

Werte von

» (Individuen-)Variablen aus X,
» Termen aus Term(X, X),
» Atomen aus Atom(X, X)

in X-Interpretationen



Beispiel
¢ ="R(x,y)

Interpretation (S, 8) mit
Struktur § = (S, [-]s) mit S = {1,2,3} und

[Rls = {(1,3). (2,2). (2.3), (3. 1)}
Werte [¢](s,) fiir Belegungen 3 : {x,y} — S

mit S(y) = 3 und alle moglichen Werte fiir 5(x) € S:

> B(x) = 1: [¢](s,8) = 0 wegen (1,3) € [R]s
> B(x) =2: [¢](s,5) = 0 wegen (2,3) € [R]s
> B(x) =3: [¢](s,5) = 1 wegen (3,3) € [R]s
max{[[go}](sﬁ | B(x 65}—1
min {[¢](s,5) | B(x) € S} =0
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Modifizierte Interpretationen
gegeben:

>
>
>
>

Signatur X,

Variablenmenge X,

Y-Struktur A = (A, []4),

Belegung 3 : X — A der Variablen aus X in A

modifizierte Belegung f[x — d] : X = A mit d € A:

Blx = dl(y) = { g(y) ]:):];/t: X

modifizierte Interpretation (A, B[x — d])
Beispiel:

>

>
>
>

v

Signatur ¥ = (X, Xg) mit ..., Variablenmenge X = {x,y}
Y-Struktur § = (S, []s) mit S ={0,1,2}, ...

Belegung 6 : {x,y} — {0,1,2} mit 5(x) =0,5(y) =2
modifizierte Belegung S[x — 1] : {x,y} — {0,1,2} mit

Blx = 1J(x) = 1, Blx = 1)(y) = B(y) = 2

modifizierte Interpretation (S, B[x — 1])
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Wert in Interpretationen — Semantik FOL
Wert in X-Interpretation (S, 8) mit S = (S, []s)

> einer Individuenvariable x € X: [x](s ) = B(x) €S
> eines Termes t = f(t1,...,t,) € Term(Xf, X):

[tlis.) = [fls ([t1ds.p). - - [tal(s.8)) €5
» eines Atomes a = p(t1,...,t,) € Atom(XZ, X):

lal(s,5) = [Pls([til(s,8)s - - - » [tnl(s,8)) € {0,1}
> einer Formel ¢ € FOL(Z, X): [¢] (s, €{0,1}

[-#l(s.) 1 - [¢ls.p)

[eVilss = max([els,s) [¢]s,s)

[ AYls, = min([¢l(s,g), [¥](s,8)
[3xelsp = max{[els,sixsa | @€ S}
[Vxelspy = min{lelsppesay | @€ St

(zur Semantik des Allquantors siehe auch

https://web.archive.org/web/20201212021712/spikedmath.com/

445 .html)
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Beispiele
Y =(ErXp) mit Xr ={(f,1)}.Xr ={(R.2)}, X ={xy,2}

v ==R(x,y) A IzR(z, 2) Y =Vx3yR(x,f(y))

» >-Struktur A = (A, []4) mit A= {a b, c}
[f].4(a) = [fla(b) = ¢, [f]alc) =
[Rla = {(a,a),(b,a),(a,c)}

Belegung a(x) = b, a(y ) =a,a(z)=b
[[(p]](A,a) = .-
[W)]](A,a) = .

» >-Struktur B = (B,[-]s) mit B=7Z
[15(d) = —d, [R]s =<
Belegung A(x) = 5, (y) = 3, B(z) = —1,
[[SD]](B,ﬁ) =
[4](5.8) =
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Modelle fiir Formeln

Y -Interpretation (S, 3) erfiillt (ist Modell fiir) die Formel ¢ € FOL(X, X)
genau dann, wenn [¢](s 5 = 1.

Menge aller Modelle der Formel ¢ € FOL(XZ, X)

Mod() = {(s,ﬁ)

S =(S,[]s) ist -Struktur und §: X — S }
und [@H(S,H) =1

Formel ¢ € FOL(X, X) heiBt
erfiillbar gdw. Mod(y) # 0 (z.B. ¥x (P(x) vV Q(x)))
unerfiillbar gdw. Mod(p) = 0 (z.B. ¥xP(x) A 3x=P(x) )
allgemeingiiltig gdw.

Mod(p) = {(S,8) | S=(S,[]s) ist X-Struktur und 8 : X — S}

(Menge aller X-Interpretationen)
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Beispiele
¢ = R(x) A Jy((=R(y)) A E(y,x))

» Interpretation (G, «) aus Struktur G = ({1,..., 4}, [ 'lg) mit
[Rlg = {1,2,4},
[E]g = {(1,2),(3,2)} und
und Belegung o : {x,y} — {1,..., 4} mit ax) =2,a(y) =2
(G, @) € Mod(y)

» Interpretation (#, ) aus Struktur H = ({a, b}, [-J#) mit
[Rlw = {a},
[ET# = {(a,a), (b, b)},
und Belegung S : {x,y} — {a, b} mit 3(x) = a,8(y) = a
(M, 8) & Mod(¢)

» Interpretation (J,~) aus Struktur J = (Z, []7) mit
[R]7 = 2Z (Menge aller geraden Zahlen),
[Els ={(i,i+1)|i€Z} und
und Belegung v : {x,y} = Z mit v(x) =~v(y) =0
(7,7) € Mod(y)
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Semantische Aquivalenz von Formeln

(analog Aussagenlogik)
Fir ¢,9 € FOL(XZ, X) gilt

p=1 gdw. Mod(y)= Mod(y)

Beispiele:

> —VxP(x) = Ix—P(x)
(d.h.: fiir alle X-Interpretationen (S, ) gilt
[=VxP(x)](s,8) = [Bx=P(x)](s,9))

» Fiir alle Formeln ¢, € FOL(Z, X) gilt
Ixp V Ixy = Ix(¢ V )

> Vx3JyR(x,y) #Z Vx3IyR(y, x),
(d.h.: es gibt Interpretationen (S, ), mit
[Vx3yR(x, y)](s,8) # [Vx3yR(y, x)](s,8))

» Vx3yR(x,y) # IxVyR(x,y)
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Beweis fiir =VxP(x) = Ix=P(x)

zu zeigen:

[=VxP(x)](s,8)

Mod(—=VxP(x))

Mod(—=VxP(x)) = Mod(3x—P(x))
(Fiir alle X-Interpretationen (S, 3) gilt

= [Fx=P(x)](s.8)

{(S,8) I [mVxP(X)](s,8) = 1}

{(S,8) I ["xP(x)](s5y =1 —-1=0}

{(S,8) I min{[P(x)](s81x—a)) | d € S} =0}
{(S,8) 13d € S : [P(X)](s,p1x—ap) = 0}
{(8,8)|3d € S: 1= [P(X)](s8psap) = 1}
{(8,8) | 3d € S: [-P(X)](s ppsan) = 1}
{(S,8) | max{[-P()](s,spsap) | d € S} =1}

{(8,8) [ [Fx=P(x)](s.5) = 1}
Mod(3x—P(x))
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Wichtige Aquivalenzen mit Quantoren
Fiir alle Formeln ¢, ¢ € FOL(XL, X) gilt
“Vxp = Ix—p
—dxp = Vx—p
Vxp AVxy = Vx(p A1)
IxeVIxy = x(e V)
VxVyp = VyVxp
dxdye = dydxe
falls x ¢ fvar(¢)) und x € {V, A}, gilt auBerdem

Vxp 1 = Vx(p 1)
Ixpxp = Ix(p*1)
dyy = Elxdj[yr—m]

Vyl/f = v)<1/)[yl—>x]

Notation [, in den letzten Zeilen:
alle in v freien Vorkommen von y durch x ersetzt



Beweis fiir dyy) = Ixp,y

zu zeigen: Falls x & fvar(v)) gilt
Mod(Jyv) = Mod(Ixvpysx)

Mod(3yy) = {(S,8) | [Fy¥ls.e =1}

{(S,8) | max{[¥](s,pymap | d € S} =1}
{(S,8) | max{[¥pysxl(s.pix—ay | d € S} =1}
= {(S:8) | [Bx¢psnl(s.p) = 1}

= Mod(ﬂxw[yHX])

Die Bedingung x ¢ fvar(t)) ist notwendig.

Beispiel:

Fiir ¢ = R(x, y) gilt ¥, = R(x, x), aber JyR(x, y) # 3IxR(x, x)
Nachweis durch Gegenbeispiel: In der Interpretation (S, 3) mit
Struktur S = ({a, b}, [-]s) und [R]s = {(a, b)}

und Belegung 3 : {x,y} — {a, b} mit f(x) =aund B(y)=b

gilt [AyR(x, ¥)l(s,8) =1 # 0 = [3xR(x, x)](s,5)
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Was bisher geschah

Daten durch Mengen (Individuenbereiche),
haufig strukturiert, zusammengesetzt durch Operationen

Zusammenhangen zwischen Individuen durch

Relationen (auch Eigenschaften)
Funktionen (Operationen)

gemeinsam in (algebraischen) Strukturen

Bedingungen (Eigenschaften, Anforderungen) an Individuen und deren
Beziehungen durch Formel(menge)n in Logik FOL(X, X)

Syntax

Semantik

vVVyyvyYy

vy

Signatur, Variablen

Terme (induktive Definition)

Atome (in AL(P): Aussagevariablen)
Formeln (Junktoren, Quantoren),
Satze

Y-Struktur S, E-Interpretation (S, 3)
Wert von Termen, Atomen, Formeln
in X-Interpretationen

Modellmengen von Formeln,
Formelmengen, Satzen, Satzmengen
erfiillbar, unerfiillbar, allgemeingiiltig



Modellierung in Pradikatenlogik — Beispiel Topfdeckel
Aussage: Auf jeden Topf passt ein Deckel.

» Individuenbereich: Kochgeschirr
» Eigenschaften: ist-Topf T(:), ist-Deckel D(-)
» Beziehung: passt-auf P(:, ")

Schrittweise Entwicklung einer Formel zur Aussage:

1. Atome: D(x) (x ist ein Deckel), T(y) (y ist ein Topf),
P(x,y) (x passt auf y)

2. Formel D(x) A P(x,y)
x ist ein Deckel und passt auf (das Individuum) y.

3. Formel 3x (D(x) A P(x, y))
Es gibt einen Deckel, welcher auf y passt.

4. Formel T(y) — 3x(D(x) A P(x,y))
Wenn y ein Topf ist, dann gibt einen Deckel, der auf y passt.

5. Formel Vy(T(y) — 3Ix(D(x) A P(x,y))
Zu jedem Topf gibt es einen Deckel, der auf diesen Topf passt.
(dieselbe Bedeutung wie die Aussage oben)
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WH: Modelle von Formeln — Beispiele

v = R(x) AJy((=R(y)) A E(y;x))

» Struktur G = ({1,...,4},[]g) mit
[R]g = {1,2,4},
[E]g = {(1,2),(3,2)} und
Belegung o : {x,y} = {1,..., 4} mit a(x) =2,a(y) =2
(G, a) € Mod(yp)
» Struktur H = ({a, b}, [-]%) mit
[Rln = {a},
[[EHH = {(373)7 (b’ b)}'
Belegung 5 : {x,y} — {a, b} mit B(x) = a,8(y) = a
(#,8) ¢ Mod(y)
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Modelle von Formelmengen
Menge aller Modelle der Formelmenge ¢ C FOL(X, X):

Mod(®) = 7] Mod(yp)
ped
Beispiel: Signatur ¥ = (0, Xg) mit Xg = {(P, 1), (E,2)}

{ Vx (P(x) V P(y)), }
VxVy ((P(x) A E(x,y)) = =P(y))

> Fiir (A, ) mit A= ({0,..., 5}, [-]4), wobei [P]4 = {0,2} und
[Ela={(i,i+1)]ie€{0,...,4}} und a(x) = 1,a(y) =2
gilt (A, @) € Mod(®)
» Fiir (B,8) mit B=(Z,[]s), wobei [P]s = 2Z und
[E]s = {(5,27) | i € Z} und a(x) = aly) = 0
gilt (B, 8) ¢ Mod(®)
Fiir jede endliche Formelmenge ® = {¢1, ..., ©n} C FOL(X, X) gilt

Mod(®) = Mod (1 A -+ A @p)
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Modelle von Satzen

Auf den Wert eines Satzes ¢ € FOL(X, X) (Formel ohne freie
Variablen) in einer Interpretation | = (S, ) hat die Belegung /3
keinen Einfluss, d.h. fiir beliebige Belegungen o, 5 : X — § gilt

[el(s,a) = [¥l(s,8)
Beispiel: ¢ = Vx3y(P(x) A E(x,y) = =P(y))

Fiir Satze ¢ € FOL(X, X) geniigt es also, den Wert in Strukturen
(statt in Interpretationen) zu betrachten:

lels = [¢l(s,p) fiir jede beliebige Belegung 8: X — S

Menge aller Modelle des Satzes ¢ € FOL(X, X):

Mod(p) ={S | §=(S,[]s) ist Z-Struktur und [p]s = 1}
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Modelle von Satzen — Beispiele

© = VxR(x,x) AVx Yy (R(x,y) = R(f(x,y),f(y,x)))

mit X = {x, y} und Signatur ¥ = (X, XRr), wobei

Yr={(f,2)} und Xg =

» Fiir X-Struktur A =

{(R,2)}
(A, [-].4) mit A= {D} und

[f14(©,9) =9, [Rla={(©,0)}

gilt A € Mod(p)
» Fir X-Struktur B =

(B, [-]g) mit B =N und

¥(m,n) € N?: [f]g(m,n) = m, [R]p = <

gilt B € Mod(¢p)

» Fiir X-Struktur C =
[flc =0, [Rle =C
gilt C & Mod(yp)

(C,[-]c) mit C = {a, b}* und

264



Modelle von Satzen — Beispiele

o = Vx(~G(x) = G(f(x))

» A= (A,[]a) mit A= Menge aller Menschen,

[f]a(x) = Vater von x, [G].a(x) gdw. x mannlich A € Mod(yp)
(

[

> B =(B,][]s) mit B= Menge aller Orte 51° nérdlicher Breite
f1s(x) = Ort 50 km westlich von x, [G]p(x) gdw. x in Sachsen
B ¢ Mod(y)
> C=(N,[]e) mit
[fle(x) = x+ 1, [G]e(x) gdw. x Primzahl C ¢ Mod(p)
> D =(Z,[]p) mit [flp(x) =x+1,
[G]p =27 D € Mod(yp)

> &= (E,[]e) mit E=R2 (Menge aller Punkte der Ebene),
[fle(x,y) = (=x,=y), [Cle(x,y) gdw. x <y &€ ¢ Mod(¢)
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Modelle von Satzmengen — Beispiel
Signatur ¥ = (X, Xg) mit £ = {(f,2),(e,0)}, Xgr = {(=,2)}

| IXYYVz (f(f(x,y),z) = f(x,f(y,2))),
q’_{ Wx (F(x, €) = x) }

» Fiir X-Struktur A = (N, [-].4) mit
[=]a = kv, ¥(m,n) € N2 : [f]la(m,n) = m-n, [e]a =1 gilt
A € Mod(®)

» Fiir X-Struktur B = ({0,1}, [-]g) mit
[=]8 = ljo,13. [f]8 = max, [e]s =1 gilt B ¢ Mod(®)

Mod(®) = Menge aller £-Strukturen S = (S, []s), fiir die
[=]s = Is (Festgelegung) und
S mit [f]s ein Monoid mit neutralem Element [e]s bildet
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Charakterisierung von Eigenschaften von Strukturen
Festlegung zur Interpretation des zweistelligen Relationssymbols =:
In jeder Struktur S = (S, [-]s) gilt [=]s = Is = {(x,x) | x € S}.
Satze zur Charakterisierung von Strukturen beschrankter
Machtigkeit der Tragermengen

> o1 =VxVy(x =y)

Fiir jede Struktur S = (S, [-]s) € Mod(¢1) gilt |S|<1
> 2 = IxTy(=(x = y))

Fiir jede Struktur S = (S, [-]s) € Mod(¢y2) gilt |S|> 2
> 3 = IxP(x) A Ix—P(x)

Fiir jede Struktur S = (S, [-]s) € Mod(¢3) gilt |S|> 2
> o4 = 3x3y(R(x,y) A =R(y,x))

Fiir jede Struktur S = (S, [-]s) € Mod(¢a4) gilt |S|> 2
> o5 =VXVyVz(x=yVx=zVy=2)

Fiir jede Struktur S = (S, [-]s) € Mod(ys) gilt |S|< 2
> 96 = P2 /\ ps

Fiir jede Struktur S = (S, []s) € Mod(ys) gilt |S|= 2
> Ist w7 = @1 A o erfiillbar?



Modelle von Satzmengen — Beispiel
Signatur & = (0, Xg) mit Xg = {(R,2),(P,1)}

Ix P(x),
Ix —P(x),
=< Vx R(x,x),
VxVy (R(x,y) = R(y,x)),
VxVyVz ((R(x,y) A R(y, z)) = R(x, z))

» Fiir X-Struktur A = ({a, b, c},[-]4) mit [P]4 = {a,c} und
IIRHA = {(a’ a)7 (av C)7 (b> b), (C, 3)7 (C, C)} gilt Ac MOd(q))
» Fiir X-Struktur B = (N, [-]5) mit [P]g = 3N und [R]g = <
gilt B ¢ Mod(®)
Mod(®) = Menge aller £-Strukturen S = (S, []s), fiir die
[Pls # 0, S\ [P]s # 0 (und damit |S| > 2) und
[R]s eine Aquivalenzrelation ist
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Charakterisierung von Strukturen durch Satzmengen

Beispiel: Graphen mit Eckenfarbung mit Farben aus {R, G, B}
Signatur © = (0, Xg) mit £g = {(R,1),(G,1),(B,1),(E,2)}

Vx=E(x,x),

VxVy(E(x,y) = E(y,x)),
Vx(R(x) vV G(x) Vv B(x)),
Vx(R(x) — —(G(x) vV B(x)),
Vx(G(x) — =(R(x) V B(x)),
Vx(B(x) = =(G(x) V R(x))

(jede Ecke mit genau einer Farbe aus {R, G, B} gefarbt)

Mod(®) = Menge aller ungerichteten schlingenfreien Graphen mit
Eckenfiarbung mit Farben aus {R, G, B}

Konfliktfreiheit der Eckenfarbung:
P = VxVy ((RC)AR(y))V(G(x)AG(y))V(B(x)AB(y))) = —E(x,y))

Mod(® U {1/}) = Menge aller ungerichteten schlingenfreien
Graphen mit konfliktfreier Eckenfarbung mit Farben aus {R, G, B}
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Was bisher geschah

Modellierung von
Eigenschaften (Bedingungen, Anforderungen) an Individuen und
Beziehungen durch Formel(menge)n in (klassischen) Logiken:

FOL(X, X) Pradikatenlogik

» Syntax

Semantik von Formeln, Satzen, Formelmengen
Modellmengen
allgemeingiiltig, erfiillbar, unerfiillbar

| 2
>
>
> Aquivalenz

Charakterisierung algebraischer Strukturen durch Satzmengen



Aussagenlogik als FOL-Spezialfall (Fragment)

Wiederholung AL(P):

Syntax : fiir Signatur ¥p = (Xf,Xg) mit X = 0 und
Sr={(p,0) | p € P}. gilt AL(P) = FOL(Zp, )
(Alle Formeln in FOL(Xp, () sind Satze, enthalten
keine Individuenvariablen, Terme und Quantoren)

Semantik : Jede X p-Struktur S = (S, [-]s) definiert fiir jedes

(p,0) € X (also fiir jedes p € P) einen
Wahrheitswert [p]s € {0,1},
also Funktion Ws : P — {0,1} (Belegung aller
Aussagenvariablen p € P mit Wahrheitswerten)
mit Vp € P : Ws(p) = [pls

Damit gilt auch fiir alle Formeln ¢ € FOL(Xp, ()):

Ws(p) = [¢]s
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Beispiel
P = {p, q, r} definiert die Signatur X, ; 1 = (XF, Xr)
mit ZI—_ = @ und ZR = {(pa 0)7 (q70)7 (I’,O)}
p=pA(rva) € FOL(X(pqr.0)=AL{p.q,r})

Z{pyqyr}—Struktur S =(S5,[]s) mit

[pls = [r]ls =1 wund [q]s =0

entspricht der Belegung (der Aussagenvariablen)
Ws :{p,q,r} — {0,1}:

Ws={p—1,qg—0,r—1}

Wert von ¢ in S: [p]s = 0= Ws(p)
Modellmenge von :
> in AL({p, g, r}): Mod(p) = { Wioo, W10, Win1 }
> in FOL(X(pq.r1,0): Mod(p) = {(S,8) | Z{p,q,r}-Struktur S
mit ([p]s, lals, [r]s) € {(1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)}}
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Semantisches Folgern in FOL

(analog Aussagenlogik)
Fiir & C FOL(X,X) (Kontext) und ¢ € FOL(X, X) (Aussage) gilt

¢ =1 gdw. Mod(®) C Mod(z))
(Behauptung 1 ist semantische Folgerung aus dem Kontext ®.)

Folgerungsrelation = C 2FOL(X) » FOL(Z, X)

Beispiele:
> {p.p—aqlEaq
> {P(a),P(a) = Q(a)} = Q(a)
> {Vx(P(x) v Q(x)), =P(y)} E Q(y)
> {Vx(P(x) v Q(x)), ~P(x)} E Q(x)
> = Q(a) v —Q(a)
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Semantisches Folgern — Beispiele

> fir & = {Vx(P(x) V Q(x)),-P(x)} und ¢y = Q(y) gilt
& £ 4, weil
z.B. fiir (S, 5) mit S = ({a, b}, []s) mit

[P]s = {b}, [Q]s = {a} und B = {x+ a,y — b} gilt:
(S, B) € Mod(®), aber (S, 5) & Mod(v))

> {Vx (P(x)V Q(x)),Vx =P(x)} = ¥x Q(x)

> fiir &' = {Vx (P(x) V Q(x)),Ix =P(x)} und ¢/ = (Vx Q(x))
gilt & 1 o/, weil
z.B. fir S = ({a, b}, [-]s) mit [P]s = {b} und [Q]s = {a}
gilt S € Mod(®’), aber S ¢ Mod(v)

Fiir alle Formeln ¢, € FOL(X, X) gilt

> {p =Y, 0} E Y (Modus ponens)

> {p =9, W} = —e (Modus tollens)
> xp =
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Beispiel: Formale Beschreibung und Folgern

Beispiel: Jeder (ungerichtete, schlingenfreie) Graph mit (wenigstens)
einer Kante hat (wenigstens) zwei Knoten.
Kontext

informal: (ungerichteter, schlingenfreier) Graph (V/, E)
(Menge V mit zweistelliger Kantenrelation E)
mit (wenigstens) einer Kante
Signatur X = (Xf,Xg) mit X =0 und g = {(E,2),(=,2)}
Axiome (Formelmenge, die genau alle ungerichteten schlingenfreien
Graphen mit wenigstens einer Kante erfiillen):

& = {VxVy(E(x,y) — E(y, x), Vx=E(x,x),IxIyE(x, y)}

Behauptung

informal : Der Graph hat (wenigstens) zwei Knoten.
Formel ¢ = IxJy—(x = y)

?
Frage: ¢ |= 1 (Folgt ¢ aus ¢ ?)
(wird oft gezeigt durch die dquivalente Aussage: ® U {—¢)} unerfiillbar)
keine allgemeine (maschinelle) Losung in FOL moglich
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Logisches SchlieBen in der Pradikatenlogik
Aussagen wie z.B. die folgende lassen sich i.A. nicht durch
Nachpriifen aller Interpretationen zeigen:

Beispiel:
In jeder Aquivalenzrelation gilt

Y =VxVyVz (R(x,y) AN R(x,z) — R(y, z))

d. h.
Vx R(x, x)
VxVy (R(x,y) = R(y,x)) =
VxVyVz (R(x,y) A R(y,z) = R(x, z))

Satz: Nachpriifen in -Termstrukturen als allgemeinsten

Y -Strukturen geniigt.

(syntaktische Interpretationen)

Ableitbarkeit in Kalkiilen (syntaktisches SchlieBen) ist daher in der
Pradikatenlogik noch wichtiger als in der Aussagenlogik.
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Pradikatenlogische Ableitungen

Ableitungsrelation z.B. durch Erweiterung des
Resolutionsverfahrens auf Pradikatenlogik FOL(X, X)

» Interpretation in der Termalgebra iiber &
» Hinzufiigen neuer Konstanten, falls notwendig

» Erweiterung um zusatzliche Inferenz-Regeln, z.B.

Vx¢ F @sy  flr beliebigen Grundterm t

@(t) F Ixppsy  fiir x g fvar(p)
Ixp s flr neue Konstante ¢

Grundlagen der logischen Programmierung

(mehr dazu im Modul Grundlagen der Kiinstlichen Intelligenz)
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Giiltigkeitsproblem

(Allgemein)-Giiltigkeitsproblem in einer Logik:
gegeben: Formel ¢ in dieser Logik
Frage: Ist  allgemeingiiltig?

fiir jede Logik interessant:

Gibt es (wenigstens) ein automatisches Verfahren (Algorithmus),
der dieses Problem entscheidet,

also zu jeder gegebenen Formel dieser Logik die Frage in endlicher
Zeit korrekt mit ja oder nein beantwortet.

Logiken, fiir die es solche Algorithmen gibt, heiBen entscheidbar.
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(Maschinelle) Losbarkeit
Ziel: Bestimmung aller allgemeingiiltigen Formeln € FOL(X, X)

Durch Erzeugung aller moglichen Beweise lassen sich alle
allgemeingiiltigen Formeln ¢ € FOL(X, X) nacheinander angeben.
(Klassische Pradikatenlogik der ersten Stufe ist aufzahlbar.)

Es gibt kein Verfahren, welches fiir jede Formel ¢ € FOL(X, X) in
endlicher Zeit bestimmt, ob ¢ allgemeingiiltig ist (irgendwann in
der Aufzihlung vorkommt).

(Klassische Pradikatenlogik der ersten Stufe ist unentscheidbar.)
(mehr dazu im Modul zur Berechenbarkeit)

Unterschied zur Aussagenlogik:

Fiir jede Formel ¢ € AL(P) 14Bt sich in endlicher Zeit
algorithmisch bestimmen, ob ¢ allgemeingiiltig ist.

(Test endlich vieler endlicher Strukturen geniigt,

z.B. Wahrheitswerttabellen)

(Klassische Aussagenlogik ist entscheidbar.)
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Eignung von Logiken zur Modellierung

abhangig vom Aufgabenbereich

Verschiedene Logiken unterschieden sich in
> Ausdrucksstarke:

> Aussagen iiber welche Bereiche lassen sich iiberhaupt
formulieren?

» kompakte Darstellung typischer Aussagen

» Verstandlichkeit der Formalisierung

Eignung zur Représentation von Informationen

P algorithmische Entscheidbarkeit wichtiger Fragen
(z.B. Erfiillbarkeit, Allgemeingiiltigkeit, Folgerungen)
Eignung zur (maschinellen) Verarbeitung von Informationen
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Vergleich verschiedener Logiken
klassische Logiken:

» klassische Pradikatenlogik der ersten Stufe FOL:

» hohe Ausdrucksstarke,
» kompakte, verstandliche Formulierungen,
» unentscheidbar

> klassische Aussagenlogik AL (Spezialfall, Fragment von FOL):

» geringe Ausdrucksstarke

» umfangreiche Darstellung

» entscheidbar

» SAT-Solver zur maschinellen Lésung

nichtklassische Logiken: Speziallogiken fiir verschiedene Anwendungen

» Temporallogiken (Spezifikation, Verifikation von Systemen)
» Hoare-Logik (Spezifikation, Verifikation imperativer Software)

» Beschreibungslogiken (Wissensextraktion aus Ontologien, Semantic
Web)

oft entscheidbare Fragmente von FOL mit modifizierter Syntax
(mehr dazu in verschiedenen Modulen spéter im Studium)
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Mehrsortige Strukturen

Modellierung von Strukturen mit verschiedenen Sorten
(Tragermengen, Typen) S ={S; | i € I} von Elementen

Beispiele mehrsortiger Strukturen:

» Sorten: Personen, Lander
Relation: H C Personen x Linder
wobei (p, /) € H gdw. p kommt aus /

» Sorten: Personen, Biicher
Relation: A C Personen x Biicher
wobei (p, b) € A gdw. p ist Autor von b

» Sorten: Personen, N, Orte
Relation: G C Personen x N x Orte
wobei (p,j,0) € G gdw. p wurde im Jahr j in o geboren
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Mehrsortige Signaturen
mehrsortige Signatur ¥ = (S, Xf, Xg) besteht aus
S ={S;| i € I}: Menge der Symbole fiir Sorten (Typen)
> F : Menge der Funktionssymbole
mit Argument- und Ergebnistypen (f : S* — S)
> r : Menge der Relationssymbole
mit Argumenttypen (s C S*)
Beispiel: Biicher mit Autoren und Erscheinungsjahr
Sorten B (Biicher), P (Personen), Z (Jahreszahlen),
28 (Mengen von Biichern), also S = {B, P, 7,28}
Funktionssymbole (mit Argument- und Ergebnistypen):
Erscheinungsjahr B =7

YrFp= erstes-Buch-von P — B
gemeinsame-Buecher-von : P2 — 2B

Relationen (mit Argumenttypen):

s ist-Autor-von  C P x B
R =1 sind-Coautoren C P2
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Terme und Formeln liber mehrsortigen Signaturen

gegeben: mehrsortige Signatur ¥ mit Menge S von Sorten
Variablenmenge X' =X x S
(jede Variable mit einer zugeordneter Sorte aus S)

Definition (induktiv)
Fiir jede Sorte S € S ist die Menge Terms(X, X') aller

Terme der Sorte S mit Variablen aus der Menge X’ definiert durch:

IA: {x|(x:5)eX'} C Terms(Xr,X')

IS: Fir alle f mit (f : S* — S) € ¥ und alle Tupel
(t1,...,tn), wobei fiir alle k € {1,..., n} gilt
tx € Termsg, (X, X'),
ist f(t1,...,ty) € Terms(X,X’)

Spezialfall: Jede Konstante f : S € X ist X-Term der Sorte S.
Beispiele: t = Erscheinungsjahr(erstes-Buch-von(x))

mit (x : P) € X' ist ein Term in Term (X, X’)
erstes-Buch-von(Erscheinungsjahr(x)) ist kein -Term
Erweiterung auf Atome und Formeln analog einsortigen Signaturen

(meist zu quantifizierten Variablen jeweils Angabe der Sorte)
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Mehrsortige > -Strukturen

gegeben: mehrsortige Signatur ¥ = (S, X, XR)

mehrsortige X-Struktur A = ({As | S € S}, [-].4) mit
> fiir jede Sorte S € S eine nichtleere Menge Ag
(Tragermenge, Universum der Sorte)
» fiir jedes Funktionssymbol f: 53 x -+ x S, — S
eine Funktion [f]4 : As, x -+ x As, = As
» fiir jedes Relationssymbol R C 57 x --- x S,
eine Relation [R]4 C As, X --- X As,
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Beispiel Vektorraum (WH)

(bekannt aus Modul Mathematik)
mehrsortige algebraische Struktur mit

> Sorten (Symbole fiir Trigermengen):

> Menge V von Vektoren
» Menge S von Skalaren

» Operationen, z.B.

Addition von Skalaren +,: S xS — S

Multiplikation von Skalaren - : S xS — S

Addition von Vektoren +, : Vx V — V

Multiplikation von Skalaren mit Vektoren ®: S x V — V
Skalarprodukt (-, : V x V — S

Skalare ns € S, es € S

Nullvektor n, € V

VVVVYYVYYVYY

» Relationen, z.B.

» Gleichheit von Skalaren =, C 52
» Gleichheit von Vektoren =, C V2
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Beispiel Vektorraum — Signatur

mehrsortige Signatur Xy = (S, Xf, Xg) mit

S = {S,V}
+, : §? )
s 1 S - S
+, V2 - V
ZF = ® . SxV =V
ns S
es S
L Ny V)

YR = {=C $*=,C V%

Vektorraum =

(mehrsortige) Xy-Struktur A = ({As | S € S}, [-].4), welche alle
fiir Vektorraume charakteristischen Bedingungen (Axiome) erfiillt.
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Beispiel Vektorraum — WH: Definition
Struktur (S, V, +s, s, ®, ny, ns, &) ist Vektorraum
gdw. (S,+s, s, ns, €5) ist ein Korper, d.h. erfiillt die Axiome
VxeSVyeSvze$S (X +s¥) 452 =s x +s (y +5 2))
VxeSVyesS (x+sy =sy +sx)
VxeSVyeSVzes (x-sy)sz=sxs(y-s2))

VxeSVyeSvze$ (xs(y+s2z) =s (xsy) +s (x5 2))
und erfiillt auBerdem (Axiome fiir ® und n,)

VxeSVyeSveV ((xsy)ov=,x0(yov))

VxeSVyeSvVveV (x+sy)Ov=,x0v+,y0Ov)
VxeSVueVVveV (x (u+v V)=, xQ U+, xO V)
YveV (es
YveV (

Axiome: Menge ® € FOL(Xy, X) (mehrsortiger) Formeln (Satze) mit

X={(x:95),(y:5),(z:5),(u:V),(v:V)}
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Vektorraum — Beispiel
Vektorraum:

Y y-Struktur, die alle Axiome (Formeln aus ®y/) erfiillt

Beispiel: ¥ y-Struktur A =

As
Av
[ns]a
[nv]a

Vx,y € As : [+s]a(x,y)

Vx,y € As i [-s]a(x, y)
[©]4(0,0)

[[ZS]]A

[=v]a

(A, []4) mit

{0,1} (Menge der Skalare)
= {0} (Menge der Vektoren)
= 0, [eJa=1 (€ As)
=0 (€ Ay)
- { 22',';: T em
= Xx-y (€ As)
= [©]a(1,0) = (€ Av)

lias) = (0, 0) (1,1)}
av) = {(0,0)}

erfiillt alle Satze in &, (Axiome)

Menge aller Vektorraume :

Modellmenge Mod(®y/)
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Was bisher geschah

Modellierung von
Eigenschaften (Bedingungen, Anforderungen) an Individuen und
Beziehungen durch Formel(menge)n in (klassischen) Logiken:
FOL(X, X) Pradikatenlogik
» Syntax
» Semantik von Formeln, Satzen, Formelmengen
» Modellmengen
> allgemeingiiltig, erfiillbar, unerfiillbar
> Aquivalenz

AL(P) Aussagenlogik als Spezialfall

Charakterisierung algebraischer Strukturen durch Satzmengen



Aussagenlogik als FOL-Spezialfall (Fragment)

Wiederholung AL(P):

Syntax : fiir Signatur ¥p = (Xf,Xg) mit X = 0 und
Sr={(p,0) | p € P}. gilt AL(P) = FOL(Zp, )
(Alle Formeln in FOL(Xp, () sind Satze, enthalten
keine Individuenvariablen, Terme und Quantoren)

Semantik : Jede X p-Struktur S = (S, [-]s) definiert fiir jedes

(p,0) € X (also fiir jedes p € P) einen
Wahrheitswert [p]s € {0,1},
also Funktion Ws : P — {0,1} (Belegung aller
Aussagenvariablen p € P mit Wahrheitswerten)
mit Vp € P : Ws(p) = [pls

Damit gilt auch fiir alle Formeln ¢ € FOL(Xp, ()):

Ws(p) = [¢]s
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Beispiel
P = {p, q, r} definiert die Signatur X, ; 1 = (XF, Xr)
mit ZI—_ = @ und ZR = {(pa 0)7 (q70)7 (I’,O)}
p=pA(rva) € FOL(X(pqr.0)=AL{p.q,r})

Z{pyqyr}—Struktur S =(S5,[]s) mit

[pls = [r]ls =1 wund [q]s =0

entspricht der Belegung (der Aussagenvariablen)
Ws :{p,q,r} — {0,1}:

Ws={p—1,qg—0,r—1}

Wert von ¢ in S: [p]s = 0= Ws(p)
Modellmenge von :
> in AL({p, g, r}): Mod(p) = { Wioo, W10, Win1 }
> in FOL(X(pq.r1,0): Mod(p) = {(S,8) | Z{p,q,r}-Struktur S
mit ([p]s, lals, [r]s) € {(1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)}}

290



Was bisher geschah
Mehrwertige
Signaturen Symbole fiir Sorten (Typen)
Funktionssymbolen sind (statt Stelligkeit) Sorten fiir
Argumente und Ergebnis zugeordnet
Relationssymbolen sind (statt Stelligkeit) Sorten fiir
Argumente zugeordnet
Strukturen zu jedem Sortensymbol eine Tragemenge
Interpretation von Funktions- und
Relationenssymbolen durch Funktionen und
Relationen passender Sorten
Modellierung von

Bedingungen (Eigenschaften, Anforderungen) an Individuen und
Beziehungen durch Formel(menge)n in (klassischen)
Logiken:
FOL(X, X) Pradikatenlogik mit
AL(P) Aussagenlogik (Fragment, Spezialfall)

Charakterisierung von Strukturen als Modelle von Satzmengen



Relationen als mehrsortige Funktionen (zweistellig)
Idee: Ersetzung von [R].4 € A? durch X[R]4 : A2 5B
bisher z.B.
> (einsortige) Signatur ¥ = (X, Xg) mit
ZF = @ und ZR = {(R,2)}
> Interpretation von R in (einsortigen) -Strukturen A = (A, [R]4)
mit [R]4 C A x A
jetzt: Einfiihrung der Sorten

S (fir Tragermenge) und
B ={0,1} (fiir Wahrheitswerte)

> {S,B}-sortige Signatur ¥ = (Xr, Xg) mit
ZF:{fRZSXS%B} undZR:Q)

» Interpretation in {S,B}-sortigen X-Strukturen
A = ({A, {0, ].}}7 H-]]A/) mit [[fRﬂ.A’ CAXA— {0, 1} mit

V(X,y) € A% [fRﬂA/(va) - X[[R]]A(va)

d.h. [frla(x,y) =1 gdw. (x,y) € [R]a
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Relationen als mehrsortige Funktionen (mehrstellig)
fiir beliebige Stelligkeit n:
Ubersetzung jedes Relationssymbols (R,n) € Xg in ein
Funktionssymbol fz : S” — B, so dass
in jeder {S,B}-sortigen X-Struktur A" = ({A,{0,1}}, [[] ) gilt:
[[fR]]A’ AT — {0 1} mit [[fRﬂ.A’ = X[R]a d.h.

V(x1,...,xn) € A" [fR]ar(x1, ..., xn) = Lgdw. (x1,...,%5) € [R]4

Jeder (einsortigen) Signatur ¥ = (X, XR) lasst sich so eine
{S,B}-sortige rein funktionale Signatur ¥’ = (X U X/, 0)
zuordnen:

Y = {f:S"—>S|(f,n) e X}

Y = {fr:S" = B|(R,n) € Xg}
Analog lassen sich mehrsortige Relationen durch mehrsortige
Funktionen ersetzen.

Es geniigt also, mehrsortige Strukturen ohne Relationen (Algebren)
zu betrachten.



Mehrsortige Strukturen in der Informatik

Programmierung;:

Datentypen (Sorten) int, float, bool, string
mit Operationen (Signatur), z.B.:

floor : float — int

duplicate : string X int — string

length : string — int

> : float X float — bool
Datenbanken:

Tabellen sind extensionale Darstellungen (meist) mehrsortiger
Relationen
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Charakterisierung von mehrsortigen Strukturen

Mengen von (algebraischen) Strukturen sind eindeutig definiert durch
Syntax:

Trigermengen (Typen, Sorten), z.B. {0,1},N, {a, b}*,2M
Funktionen (Operationen), z.B. len: {a,b}* = N, +: N> = N,
o:({a,b}*)> = {a,b}*, 0N, e € {a,b}*, P € 2M
Relationen , z.B. < C N2, prim C N, C C ({a, b}*)z,
Semantik:
Zusammenhdnge zwischen Funktionen und Relationen, z.B.
V(x,y.2) EN*  ((x+y)+z=x+(y+2))
Vx € N (x+0=x)
Y(x,y) € N? (x+y=y+x)

Yue {a,b}* : (len(u) =0) <« (u=¢)
V(u,v) € ({a,b}*)* : len(uov) = len(u) + len(v)
Y(u,v) € ({a,b}*)* : (uC v)— (len(u) < len(v))
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Formale Darstellung von (algebraischen) Strukturen
(abstrakte Algebra, abstrakter Datentyp, ADT)
> Signatur X = (S, Xf, Lg) mit

»> Menge S von Sortensymbolen,

» Menge ¥ von Funktionssymbolen
mit Stelligkeit / Typdeklaration

> Menge ¥ g von Relationssymbolen
mit Stelligkeit / Typdeklaration

» Menge von Axiomen beschreibt Zusammenhange zwischen den
Symbolen
(meist pradikatenlogische Formeln, generalisierte Gleichungen)

ADT zur Definition von Software-Schnittstellen:
Festlegung der

Syntax in Sorten und Signatur
(z.B. Java-Interfaces, abstrakte Klassen in C4++ dhnlich)

Semantik (Anforderungen an Implementierung) in Axiomen

Abstraktion von konkreten Reprisentationen der Daten (Trédgermengen)

und konkrete Implementierung der Operationen
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Algebraische Spezifikation

abstrakte Datentypen (ADT) werden definiert durch

Syntax : (mehrsortige) Signatur
Y =(S,XF,XR),
Semantik : Menge von Axiomen (S&tzen)
¢ C FOL(X, X)
zur Modellierung zusammenhiangender Datenbereiche
und derer Eigenschaften

konkrete Datentypen : X-Strukturen (Syntax)
in Mod(®) (Semantik)

Abstrakter Datentyp (Spezifikation, Schnittstellen-Beschreibung)
(5. )

reprasentiert eine

Menge

konkreter Datentypen (X-Strukturen, Implementierungen)
Mod(®)
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Modellierungsbeispiel Navigation

ADT fiir (Blickrichtung in)

Himmelsrichtungen Norden, Osten, Siiden, Westen

mit Operationen fiir Rechts- und Linksabbiegen und Umlenken

ADT Himmelsrichtungen (Spezifikation):

Sorten: eine Sorte (Himmelsrichtung) HR = {N,O,S, W}
Signatur:

N,O,S,W: HR
rechts, links,um : HR — HR

Axiome:

rechts(N) = O, links(N) =W, ...

um(N) =S, um(0) =W, ...

Vh € HR (rechts(links(h)) = h),

Vh € HR (links(rechts(h)) = h),

Vh € HR (rechts(rechts(h)) = um(h)),...
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Konkrete Datentypen (Beispiele)
Implementierung des ADT Himmelsrichtungen, z.B.:

» als Punkte im R? mit Drehmatrizen < CF)SSD SNy )
sinp  cos

s{,:_77/2;/?:(01 (1)) so=7r/2:L:<(1) —01)

A= (A []a) mit A=R? und
[NJa = (0,1), [0].a = (1,0), [S]a = (0, 1), [W]a = (=1,0),

V(x,y) € R? ([[rechts]]A(x,y) =R ( § > A [links]a(x, y) = L ( x ))

y
V(x,y) € R? (Jum] 4(x, ) = (=x, =y)) .
Ist diese Implementierung korrekt (d.h. Modell aller Axiome)? (UA)

» B=(B,[]s) mtB={0,1,2,3} und

[N]Jg =0, [O]zs =1, [S]zs =2, [W]s =3,
Vx € {0,1,2,3} ([rechts]g(x) = (x + 1) mod 4)
Vx € {0,1,2,3} ([links]g(x) = (x —1) mod 4),
Vx €{0,1,2,3} (Jum]g(x) = (x +2) mod 4) )
Ist diese Implementierung korrekt? (UA)
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Modellierungsbeispiel ID-Nummern
Ziel: ADT Menge zur Verwaltung (endlicher) Mengen natiirlicher Zahlen
(z.B. ID-Nummern), so dass festgestellt werden kann, ob Zahlen in
Mengen enthalten sind, zu Mengen hinzugefiigt und daraus entfernt
werden und U, N, \ berechnet werden kdnnen.

Sorten (Wertebereiche): N, 2V, B = {t, f} (Wahrheitswerte)
Signatur: Funktionen zum Finden, Hinzufiigen, Entfernen, ...

contains : 2NxN— B
add, remove : 2NxN— 2N
YFp = isempty: N B
0: oN

union, cut, diff : 2N x 2N 5  ON

Axiome (definieren die Semantik der Operationen)

Vs € 2N (isempty(s) =t > s = 0),
VneN (contains(@,n) = f),
Vse 2V Vne N (contains(add(s, n), n) = t),
vse2YVne N (contains(remov (s,n),n)="1),
Vse 2 Ym neN (add(add(s, n), m) = add(add(s, m) n)),
Vse 2V Vne N (add(add(s, n), n) = add(s, n)), .



Konkrete Datentypen (Implementierung) — Beispiele

verschiedene Moglichkeiten zur Reprdsentation der Sorten:
B Wahrheitswerte z.B. als {0,1} oder {—1,1}

N natiirliche Zahlen in verschiedenen Zahlendarstellungen, z.B.
dezimal, bindr, zu anderer Basis,
Maschinenzahlen (eingeschrankter Bereich)

2" (endliche) Mengen natiirlicher Zahlen z.B. als

> (sortierte) Folgen von Zahlen (mit / ohne Wiederholungen)

» charakteristische Funktion x5 : N — {0,1} der Menge, d.h.
Zuordnung xs : N — {0,1}

» {0, 1}-Folgen variabler Lange (charakteristischer Vektor)
relevanter Teil der charakteristischen Funktion

abstrakter Datentyp: Signatur ¥ und Axiome &,
exakte Formulierung der Aufgabe, Spezifikation
konkreter Datentyp: X-Struktur, welche ® erfiillt (Modell fiir ®)
Umsetzung, Implementierung
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Was bisher geschah

Modellierung von

Daten durch Mengen
Beziehungen (Zusammenhinge und Eigenschaften) durch Relationen,
Graphen und Funktionen
Anforderungen durch Logiken

Modellierung zusammenh&ngender Datenbereiche durch

algebraische Strukturen (konkrete Datentypen)
Trigermengen, Funktionen (, Relationen)
auch mehrsortig

Modellierung von Eigenschaften (Anforderungen) in

Logiken oft Fragmente oder Erweiterungen von FOL(X, X)

Abstrakte Datentypen (X, ®)
Syntax (Signatur ¥) und Semantik (Axiome ®)
von (Software-)Schnittstellen
Konkrete Datentypen X-Strukturen in Mod(®) (Implementierungen)

Beispiele: ADT Himmelsrichtungen, Menge, konkrete Datentypen dazu



Modellierungsbeispiel Papierstapel

» Individuenmengen:
> Blitter (oben einseitig bedruckt)
> Stapel (von Blattern)

» Eigenschaft: (Stapel) ,,ist leer"

» Funktionen:

top : Stapel — Blatt

(oberes Blatt auf dem Stapel)
pop : Stapel — Stapel

(oberes Blatt vom Stapel entfernen)
push : Blatt x Stapel — Stapel

(Blatt oben auf den Stapel legen)
new : Stapel

(neuer leerer Stapel)
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Eigenschaften der Stapel-Operationen
Operationen:

top : Stapel — Blatt
pop : Stapel — Stapel
push : Blatt x Stapel — Stapel

einige Zusammenhange zwischen den Stapel-Operationen:
fiir alle Blatter (Stapelelemente) e und alle Stapel s gilt:

» Wird zuerst ein Blatt e auf einen Stapel s gelegt und dann
von diesem Stapel das obere Blatt weggenommen, enthilt
man den urspriinglichen Stapel s
pop(push(e, s)) = s

» top(push(e,s)) =e

> push(top(s), pop(s)) = s

Beobachtung:

Dieselben Eigenschaften gelten auch fiir Karten, Biicher-, Teller-
und andere Stapel,

sind also unabhingig vom Typ der Stapelelemente (polymorph)
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ADT Stack (Stapel, Keller)

Abstraktion vom Elementtyp (polymorph) und von der
Realisierung (Tragermengen, Implementierung der Operationen)

Sorten E: Elementtyp,
S(E): Stapel von Elementen vom Typ E,
B = {f, t} (Wahrheitswerte)

Signatur X: top : S(E) —E
pop : S(E) — S(E)
push :ExS(E) — S(E)
new : S(E)
isEmpty : S(E) —B
Axiome , z.B.
isEmpty(new) t
Vs € S(E) Ve € E  (isEmpty(push(e,s)) = f)
Vse S(E)Vee E (top(push(e,s)) = e)
Vse S(E)Veec E (pop(push(e,s)) = s)
Vs € S(E) (push(top(s), pop(s)) s)

konkrete Datentypen (Implementierungen) dazu in

LV Algorithmen und Datenstrukturen (2. Semester)
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ADT Stack (Stapel, Keller)

Aus den Axiomen
(é)

isEmpty(new) t
Vs € S(E)Vee E  (isEmpty(push(e,s)) 2 f)
Vs e S(E)Vee E (top(push(e, s)) ©) e)
Vs e S(E)Vec E (pop(push(e,s)) & s)
vs € S(E) (push(top(s), pop(s)) 2 )

lassen sich durch syntaktische Umformungen
(ohne Wissen iiber Realisierung, konkreten Datentyp)
weitere Eigenschaften ableiten, welche in jeder Realisierung gelten,

z.B. gilt top(pop(push(a, push(b,s)))) = top(push(b, new)) wegen

top(pop(push(a, push(b, s)))) @ top(push(b, s)) Sy

= top(push(b, new))

—
—
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Algebraische Datentypen — Kombination von Strukturen

einfache (einsortige) Datentypen, z.B. int, bool, float,

zusammengesetzte Datentypen
Konstruktion durch Operationen auf den Tragermengen:

Vereinigung U von Datentypen
Beispiel Skat: W =ZUB
Produkt (kartesisches) x von Datentypen:
Beispiel Skat: K = F x W
mehrfaches Produkt desselben Typs,
z.B. Tupel
Beispiel Skat:
Blatt in der Hand nach dem Geben € K10
Rekursion : rekursive Datentypen, z.B. Listen, Bdume
Funktion : zwischen Datentypen (Abbildung)
z.B. Multimengen NV, Maps BA

Zusammengesetzte Datentypen: mehrsortige Strukturen
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Spezifikation und Verifikation mit ADT

Jeder ADT spezifiziert eine Menge konkreter Datentypen:
genau alle Implementierungen (X-Strukturen), die alle Axiome des
ADT erfiillen

Menge aller korrekten Implementierungen des ADT
= Modellmenge der Menge ® der Axiome des ADT

Verifikation:

formaler Nachweis der Korrektheit von Implementierungen bzgl.
der Spezifikation (ADT)

oft durch Ableitungen in geeigneten Kalkiilen
maschinelle Unterstiitzung durch Werkzeuge wie
z.B. Coq, pvs, Isabelle, Maude

(mehr dazu in Modulen im Master-Studium)
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WH: Lésung von Aufgaben

Analyse der (informalen) Aufgabe
Modellierung Ubertragung aller relevanten Informationen von der
Realitdt in einen Modellbereich (geeignet gewihlt) durch
Analyse und Formalisierung der Eigenschaften von

Aufgabenbereich (Kontext): (strukturierte) Daten,

Eigenschaften, Zusammenhange
Eingabedaten: Typ, mogliche Werte, Einschrankungen
Ausgabedaten (Ldsung): Typ und Anforderungen:

Einschrankungen
Zusammenhange mit den Eingabedaten

Formalisierung in abstrakten Datentypen (ADT)
Losung der Aufgabe im Modellbereich mit

vorhandenen Methoden, z.B.

SAT-Solver, SW-Bibliotheken
speziellen (eigens entwickelten) Algorithmen

(Realisierung in konkreten Datentypen, Implementierung)
Ubertragung der Losung aus Modellbereich in Realitit
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Algorithmen

(Wiederholung aus LV zu Programmierung)

Algorithmus: in Schritte geordnete Arbeitsvorschrift
» in einer formalen Beschreibungssprache
» endlich beschriebene
P schrittweise ausgefiihrte

Arbeitsvorschrift

zur Losung einer (Berechnungs-)Aufgabe,
d.h. zur Transformation einer Eingabe in eine Ausgabe

zur Ausfiihrung eines Algorithmus ist nétig:

Akteur (z.B. Maschine), welche die Beschreibungssprache
interpretieren kann
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Beispiel: Summe der ersten n natiirlichen Zahlen

informale Aufgabenstellung:
Addiere alle natiirlichen Zahlen bis n.

Spezifikation (formale Aufgabenbeschreibung, Anforderungen):

Vorbedingung: Eingabe n € N
Nachbedingung: Ausgabe s e Nmits=>"" i

verschiedene Algorithmen, welche diese Spezifikation erfiillen:

Algorithmus : Summel

Eingabe : n € N Algorithmus : Summe?2

Ausgabe : s € N Eingabe : n € N

s+ 0 Ausgabe : s ¢ N
fiir jedes i < 1,...,n: n(n+1)
| s<s+i S& T

Ende
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Struktur von Algorithmen

Konstruktion komplexer Berechnungsvorschriften aus
Grundbausteinen: elementare Algorithmen (Schritte), z.B.

> Zuweisung,
» Aufruf eines Unterprogrammes,
» Ein- oder Ausgabe (Interaktion)
Verkniipfungen von Algorithmen durch
sequentielle Ausfiihrung (nacheinander)
parallelle Ausfiihrung (gleichzeitig, bendtigt
mehrere Ausfiihrende, z.B. Prozessoren)
bedingte Ausfiihrung, Alternative (Verzweigung)
wiederholte Ausfithrung (Schleifen)
rekursive Ausfiihrung
Blocke , Unterprogramme

(Notation in Struktogramm, Pseudocode, .. .)
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Algorithmen-Entwicklung

1.
2.

Analyse der informalen Aufgabenstellung

(formale) Spezifikation:
Was (welche Berechnungsaufgabe) soll geldst werden?
exakte (formale) Beschreibung der Aufgabe:

» Anforderungen an Eingaben des Algorithmus

» Anforderungen an Ausgaben des Algorithmus

» Zusammenhang zwischen Ein- und Ausgabe

Entwurf des Algorithmus:
Wie soll es geldst werden?
» formale Darstellung der Arbeitsschritte
» zu jedem Schritt:
> Was wird getan? (Aktionen, Anweisungen, Verkniipfungen)
> Womit wird es getan? (Daten)
> Wie geht es weiter? (néchster Schritt)

Verifikation:
Nachweis der Korrektheit des Algorithmenentwurfes bzgl. der
Spezifikation

Realisierung (Implementierung)
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Algorithmen — Analyse der Aufgabe
Was soll gelst werden?

» ist zu Beginn des Software-Entwicklungsprozesses oft noch
nicht klar,

» zunachst grober Ansatz,

> wird schrittweise verfeinert,
» formale Darstellung fordert
» Problemverstandnis,
» Abstraktion (Auswahl relevanter Eigenschaften),
» Dokumentation wihrend des Entwicklungsprozesses,
» |deen fiir Losungsansatze
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Algorithmen — Spezifikation

Ausgangspunkt: umgangssprachlich formulierte und oft
ungenaue Aufgabenbeschreibung

Ergebnis: exakte und vollstdndige Definition des
Problemes

Spezifikation einer Berechnungaufgabe:
korrekte formale Beschreibung des Zusammenhanges zwischen
Eingaben und Ausgaben

Spezifikation einer Berechnungsaufgabe enthilt
Vorbedingung: Anforderungen an die Eingaben
Nachbedingung: Anforderungen an die Ausgaben
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Beispiel: Maximum-Suche

informale Aufgabenstellung:

Entwurf eines Verfahrens, welches in jeder Folge natiirlicher Zahlen das
Maximum findet

formale Spezifikation:

Vorbedingung: Eingabe (x1,x,...,x,) € N*
Nachbedingung: Ausgabe m € N mit

» vie{l,...,n}:x; < mund

> Jdie{l,....,n}:m=x
aus Spezifikation lasst sich folgender Algorithmus , ablesen*:
Algorithmus : Maximum

Eingabe : x = (xy,...,x,) € N*
Ausgabe : me N

m<+0

fiir jedes i < 1,...,n:

‘ wenn x; > m dann m < x;
Ende

(effizientere Verfahren im Modul Algorithmen und Datenstrukturen)
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Beispiel: groBter gemeinsamer Teiler

Aufgabe: Zu zwei natiirlichen Zahlen soll ihr
groBter gemeinsamer Teiler (ggT) berechnet werden.

Kontextwissen (Definitionen):

» tist Teiler von x:
V(t,x) €N?:(t]|x ¢ IkeN:(t k=x))
» Menge aller gemeinsamen Teiler von x € N und y € N:
Y(t,x) € N?>: T(x,y) ={t € N| (t|x) A (t|y)}
> groBter gemeinsamer Teiler von x € Nund y € N

V(t,x,y) € N ((ggT(x,y) = t) < ((t € T(x,y))A(¥s € T(x,y)(s]t))))

Spezifikation (Anforderungen):
Vorbedingungen (an Eingaben): x €N, y € N
Nachbedingungen (an Ausgaben): z € N mit z = ggT(x, y)
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Beispiel: Algorithmus fiir ggT

Kontextwissen: (bekannte) Eigenschaften des ggT:

Vx € N: geT(x,x) = x
V(x,y) € N*: geT(x,y) = ggT(y,x)
V(x,y) eN?: ((x>y) — (ggT(xy) = ggT(x—y,y))

fiihren zur Idee des ( einfachen ) Euklidischen Algorithmus:
Algorithmus : GroBter gemeinsamer Teiler

Eingabe : x € N, y e N
Ausgabe : ggT(x, y)

solange x # y :
wenn x > y dann

| X<Xx—y
sonst
| Yy+<y—x
Ende

Ende
Riickgabe x
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Beispiel: Sortieren

informale Aufgabenstellung:
Gesucht ist ein Verfahren, welches jede (endliche) Folge sortiert

Kontext (wird mitunter erst auf Nachfrage klar):

» Tragermenge (Elemente der Folge) (z.B. N)

> totale Ordnung auf der Tragermenge, bzgl. welcher sortiert werden
soll, (z.B. < auf N)

» auf- oder absteigend sortiert? (z.B. aufsteigend)

formale Spezifikation dieser Sortier-Aufgabe:
Vorbedingung: Eingabe (x1, x2, ..., x,) € N*
Nachbedingung: Ausgabe (y1, ¥, ..., yn) € N* mit

1. y1 < yo < -+ < ypy1 (aufsteigend geordnet) und
2. (y1,¥2,---,¥n) ist Permutation (Umordnung) der
Eingabe (x1,x0,...,Xn),

(verschiedene Verfahren dafiir im Modul Algorithmen und DS)

317



Korrektheitsnachweise fiir Algorithmen

Beispiel Hoare-Kalkiil (Tony Hoare 1969, Turing-Award 1980)
zur Spezifikation imperativer Programme / Algorithmen P
durch Hoare-Tripel {¢}P{¢} mit
Vorbedingung ¢ € FOL(X, X)
Nachbedingung ¢ € FOL(X, X)
.- - - there are two ways of constructing a software design: One way
is to make it so simple that there are obviously no deficiencies and
the other way is to make it so complicated that there are no
obvious deficiencies. The first method is far more difficult.”

Tony Hoare, 1980 ACM Turing Award Lecture
Ist der entworfene Algorithmus korrekt?
Erfiillt der entworfene Algorithmus die Spezifikation?
Verifikation: Nachweis, dass Entwurf die Spezifikation erfiillt
(Tests kdnnen das i.A. nicht)
Es gibt Verfahren / Werkzeuge, die Verifikation automatisch
ausfiihren oder unterstiitzen.
( mehr dazu in LV Verifikation im Master-Studium )
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Korrektheitsnachweise im Entwicklungsprozess

Anforderungen analysieren

Spezifikation

(formale): Vor- und Nachbedingungen
(Voraussetzung fiir Korrektheitsnachweise und Tests)

Entwurf eines Algorithmus (Lésungsverfahrens)

Realisierung

Ausfiihrung
Tests:

zur Abbildung von Eingabe- auf Ausgabedaten
als Struktogramm, Pseudocode, ...

Korrektheitsnachweis (Verifikation) des Entwurfs
(Algorithmus):

Nachweis, dass der Entwurf die Spezifikation
(Vorbedingungen, Nachbedingungen) erfiillt
(Implementierung) des Algorithmus

Korrektheitsnachweis (Verifikation) der Implementierung:
formaler Nachweis, dass die Implementierung (Programm)
die Spezifikation fiir jede korrekte Eingabe (Vorbedingung)
erfiillt

der Implementierung des Algorithmus (Programmes)

Uberpriifung, ob die Implementierung (Programm) die
Spezifikation fiir einige spezielle Eingaben erfiillt

319



Was bisher geschah
Modellierung von
Daten durch Mengen (einfach, zusammengesetzt)

Beziehungen (Zusammenhinge und Eigenschaften)
durch Relationen, Graphen und Funktionen

Anforderungen (Spezifikation) an Daten, Eigenschaften,
Zusammenhange, Algorithmen, ...
durch Logiken

Abstrakter Datentyp A: definiert Anforderungen

syntaktisch : Signatur X4
semantisch : Axiome ®4 C FOL(Z 4, X)

reprasentiert Menge konkreter Datentypen
(SW-Schnittstelle)

Konkreter Datentyp zu A: X-Struktur S € Mod(®4)
(Implementierung)

Spezifikation von Algorithmen

Vorbedingungen: Typ, Anforderungen an die Eingabe
Nachbedingungen: Typ, Anforderungen an die Ausgabe,
Zusammenhang mit der Eingabe



Modellierung von Ablaufen
Abliufe sind charakterisiert durch

>
>
>

>
>

Zustdnde, Daten

Aktionen

Uberginge zwischen Zustinden

abhangig von Aktion, aktuellem Zustand und Daten
Startkonfiguration

evtl. Endkonfigurationen, evtl. mit Ausgabe

Beispiele:

>

>

Miinzspiel (Ein- oder Zwei-Personen-Varianten)

» Zustinde w € N*

» Daten, z.B. Anzahl n der Miinzen zu Beginn

» Aktionen: Spielziige entsprechend Spielregeln

» Ubergange: Wirkung der Spielziige

» Startkonfiguration z.B. 0n0

» Endkonfigurationen z.B. w’ € {0,1}*, Ausgabe: ... gewinnt

Ausfiihrung eines imperativen Programmes

» Zustand: Speicherbelegung

» Daten: Eingaben (zu Beginn oder laufend)

» Aktionen: Anweisungen, ...

» Uberginge: Anderung der Speicherbelegung bei Ausfiihrung
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Beispiel: Himmelsrichtungen
(Blickrichtung in) Himmelsrichtungen
Norden, Osten, Siiden, Westen
mit Operationen fiir Rechts- und Linksabbiegen und Umlenken
Himmelsrichtungen (Zusténde) {N, O,S, W}
Norden, Osten, Siiden, Westen
Operationen (Aktionen) {R, L, U}
rechts drehen, links drehen, umdrehen
Ausfiihrung einer Aktion bewirkt
Ubergang (Relation) zwischen zwei Zustinden
d.h. jede Aktion a € A definiert eine zweistellige Relation d(a) auf
der Menge der Zustande,
im Beispiel:

3(R) S {N,0,S, W} 3(R) = {(N, 0),(0,5),(5, W), (W, N)}
4]

5(L) S {N,0,S, W}? (L) ={(N,W),(O,N),(S,0),(W,S)}
5(U) C {N,0,S, W}? 5(U) = {(N,S),(0,W),(S,N),(W,0)}
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Uberginge zwischen Himmelsrichtungen

gemeinsame Darstellung dieser Relationen als Graph (V, E) mit
Kantenfarbung

V ={N,0,S, W} Menge der Zustinde
E =§(R)Ud(L)Ud(U) Kantenrelation
A ={R, L, U} Menge der Aktionen als Kantenfarben
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Zustandsiibergangssysteme

Zustandsiibergangssystem (Q, X, ¢)
Q@ (endliche) Menge von Zustianden
X endliche Menge von Aktionen
0 : X = (QxQ) Ubergangsrelationen
0 ordnet jeder Aktion a € X eine Relation
0(a) C Q x Q zu
(Graph mit Kantenfarbung, Farben: Aktionen)

Spezifikation (formale Beschreibung von Anforderungen) von
Zustandsiibergangssystemen
Darstellung der Eigenschaften von
» Zustdnden
» (zuldssigen) Aktionen
» Wirkung der Aktionen (Zustandsiibergénge)
als (pradikatenlogische) Formelmengen.

323



Modellierung mit Zustandsiibergangssystemen

Anwendungsbeispiele:

>

>

v

v

reale Automaten,
z.B. Getranke-, Fahrschein, Bankautomaten

Verkehrssysteme,
z.B. Stellwerk, Ampelschaltungen

Steuerung von Industrieanlagen
Digitaltechnik, Schaltwerke

Berechnungen,
z.B. durch Ausfiihrung von Programmen

Bedien-Oberfldchen,
z.B. Folgen von Bedienoperationen

Zeit- und Ablaufplanung
Geschaftsprozesse
Spiel-Abldufe
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Beispiel: MiinzschlieBfach

Aktionen: A aufschlieBen Eigenschaften: g bezahlt
Z zuschlieBen o Tiir offen
O Tiir 6ffnen b belegt

S Tiir schlieBen

G Geld einwerfen
Anforderungen (Spezifikation), z.B.
Am MiinzschlieBfach sollen nur Abldufe (Wort w € {A,Z,0, S, G}*)
moglich sein, die folgende Anforderungen (Eigenschaften) erfiillen:

» Offene Facher kdnnen nie zugeschlossen werden.
Vx(o(x) — —3yZ(x, y))

» Fiir belegte Facher kann nie Geld eingeworfen werden.
Vx(b(x) — —3yG(x,y))

» Nicht bezahlte Facher konnen nie zugeschlossen werden.
—3x(—g(x) A 3yZ(x,y))

Dazu werden auch haufig nichtklassische Logiken verwendet,
z.B. Temporallogiken: (entscheidbare) FOL-Fragmente

(mehr dazu in spateren LV zu Verifikation) 35



Beispiel MiinzschlieBfach @

Entwurf des Systems:

Beispiele fiir mogliche Abldufe (wéhrend eines Tages)
we{A Z, 0,5, G}*:
» OGSZAGSZA: zwei vollstiandige Belegungszyklen
> OSOSOS: Tiir wiederholt &ffnen und schlieBen
> ¢
» OSOGSOSZASOSOGSZASO

Jeder mogliche Ablauf erfiillt die Spezifikation (Anforderungen):

o < Wx(0(x) = =3yZ(x.y)), Vx(b(x) = ~FyG(x.y)). )
—3x(—g(x) A IyZ(x,y))

Menge aller moglichen Ablaufe ist reguldre Sprache
(Alphabet: Aktionen)

mehr dazu in den LV zur Theoretischen Informatik (INB 4. Sem., INM)



Endliche Automaten — Definition

NFA (nondeterministic finite automaton) A = (X, Q,4,/, F) mit
X endliches Alphabet,
@ endliche Menge von Zustianden,
0 Ubergangsrelationen §: X = (QxQ),
| C Q Startzustande,
F C Q akzeptierende Zustinde.

Beispiel:
A=(X,Q,0,{0,3},{2,3,4}) mit

a,b
X = {ab,c} s a
Q {0,1,2,3,4}
5(3 {(070)7(071)7(173)} ¢ a
C

{(0,0). (1,2)} _,
- {(07 3)7 (3v 3)7 (4’ 1)}

(o9

—~

o
~— ~— ~—

Il
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Anwendung endlicher Automaten
Endliche Automaten konnen z.B.

» reguldre Sprachen akzeptieren,
d.h. bei Eingabe mit ja / nein antworten

Anwendungen z.B.
P> Zulassigkeit von Email-Adressen
» Suchen von (auch mehreren) Zeichenketten in Texten

» Programmtransformation (z.B. im Compiler):
Syntax-Uberpriifungen: Bezeichner, Zahl-Darstellungen,
korrekte Schliisselworter

Endliche Automaten konnen z.B. nicht
> Werte ausgeben
» Zeichenvorkommen z3hlen
P beliebig lange Zeichenketten speichern
» korrekte Klammerung erkennen

» rechnen, z.B. addieren
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Automaten mit Ausgabe: Beispiel Kaffee-Automat
(einfacher) Kaffee-Automat:

» liefert nach Einwurf von 2€ und Bedienung der Kaffee-Taste einen
Becher Kaffee

» erlaubt Einwurf von Miinzen zu 1€ und 2€
» Riickgabe der gezahlten Miinzen nach Bedienung der Riickgabetaste
formale Beschreibung als Mealy-Automat (Ausgabe bei Ubergingen):
Zustande @ = {0, 1,2} (Anzahl der bisher gezahlten €)
Aktionen A = {1E, 2E, KT, RT}

Ausgaben O ={K, 1€, 2€} oE

KT,RT KT

1E

RT /1€

KT /K,RT /2¢€
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Automaten mit Ausgabe: Beispiel Schieberegister
Pseudozufallszahlen (als Bitfolgen, z.B. fiir Verschlisselung) lassen sich
durch (linear riickgekoppelte) Schieberegister erzeugen
Beispiel: 3 Register mit Inhalten r1, 2, r3, in jedem Schritt:

Ausgabe r3 und
Uberginge rirars — (rp XOR r3)riry (Riickkopplung)
Eingabe Startwert riryrs € {0,1}3 (seed)
formale Beschreibung als Moore-Automat (Ausgabe bei Zusténden):
Zustande Q = {001,010,011,100,101,110,111}
Aktionen A = {w} (nur eine Aktion, wird nicht markiert)
Ausgaben O = {0,1}

O CLO DD

erzeugt mit seed 100 (pseudo-zufillige) Ausgabefolge: 00111010011 ...
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Automaten mit zusatzlichem Speicher (Ausblick)

» Endliche Automaten sind zur Modellierung vieler Systeme /
Abldufe nicht ausdrucksstark genug

» Ausdrucksstirke ldsst sich durch zusatzlichen Speicher
erhohen

» Aktionen im Speicher (Lesen, Schreiben usw.) sind
Nebenwirkungen der Zustandsiibergange
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Typische Arten interner Speicher

» Zusatzinformation
z.B. Temperatursensor in Waschmaschine (nur Lesen)
Variablenbelegungen (Lesen und Schreiben)

> Warteschlange
Daten werden in der Reihenfolge verarbeitet, in der sie in den
Speicher eingetragen wurden (first in, first out, FIFO)
z.B. Print-Queue

» Stack (Kellerautomaten)
Daten werden in der umgekehrten Eingangs-Reihenfolge
verarbeitet (last in, first out, LIFO)
z.B. Socken und Schuhe an- und ausziehen, Palindrome,
korrekte Klammerung

» unendliche Arbeitsbander (Turing-Maschinen)
einfaches abstraktes Berechnungsmodell mit derselben
Ausdrucksstarke wie aktuelle Rechentechnik

(mehr dazu in den LV zur Theoretischen Informatik)
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Berechnungen als Zustandsiibergangssysteme
imperative Programmierung (von-Neumann-Modell):
Programm (imperativ): Folge von Anweisungen
Ausfiihrungsmodell: abstrakte Maschine

Zustand der abstrakten Maschine besteht aus
» Belegung der Variablen im Speicher und
» nichste Anweisung (Programmzahler)
Startzustand fiir Programm p und Eingabe /:
» Variablen im Speicher mit Werten aus i belegt,
» erste Anweisung von p (Programmzéhler)

Berechnung (Ausfiihrung) des Programmes p:
sequentielle Ausfiihrung der Anweisungen in p
Modellierung durch (endliche oder unendliche) Folge von
Zustandsiibergdngen (Rechenschritten)

Ausgabe: Speicherbelegung nach Ende der Berechnung

Semantik (Wirkung) eines imperativen Programmes p:
Abbildung (partielle Funktion) von Eingaben auf Ausgaben

und Nebenwirkungen (z.B. Anderung der Speicherbelegung)
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Beispiel: Vertauschen mit Hilfsvariable

Aufgabe (informal): Vertauschen der Werte zweier Variablen

formale Spezifikation: V: Eingabe a=A€N, b=B¢€eN
N: Ausgabe a=BeN, b=A€eN

Zustinde z.B. (A, B, C) € N® (unendlich viele), wobei
A Wert der Variable (Speicherplatz) a (B, C analog)

Uberginge definiert durch Anweisungen des Programmes

Bsp.: Programm Zustandsiibergangssystem der Berechnung fiir Eingaben
a=3,b=>5 (Beispiel) a= A, b= B (allgemein)

— (3,5,%) — (A, B, %)

c — 23 y(c+a) l(c+a)
(3,5,3) (A, B, A)

a « b L(a < b) V(a < b)
b + ¢ (5:573) (BzBaA)

V(b<c) L(bc)
(5,3,3) (B, A, A)

Verifikation des Programmes (Nachweis Korrektheit bzgl. Spezifikation)
durch Ausfiihrung mit symbolischen Werten (manuell oder maschinell)
(mehr dazu in LV zu Verifikation)
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