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Einordnung der Theoretischen Informatik

Informatik Lehre von der Darstellung und Verarbeitung von
Information durch Algorithmen

Teilgebiete der Informatik:

theoretisch ~ » Sprachen zur Formulierung von Information und
Algorithmen,
» Moglichkeiten und Grenzen
der maschinellen Berechenbarkeit,
» Grundlagen fiir technische und praktische
(und angewandte) Informatik

technisch ~ » maschinelle Darstellung von Information
» Mittel zur Ausfiihrung von Algorithmen
(Rechnerarchitektur, Hardware-Entwurf, Netzwerk, .. .)

praktisch Entwurf und Implementierung von Algorithmen
(Betriebssysteme, Compilerbau, SE, ...)

angewandt Anwendung von Algorithmen
(Text- und Bildverarbeitung, Datenbanken, Kl, Medizin-
Bio-, Wirtschafts-, Medieninformatik, . ..)



Teilgebiete der theoretischen Informatik

Formale Sprachen

» Reprasentation von Informationen und Aufgaben in
maschinenlesbarer Form (Mensch-Maschine-Kommunikation)

» Ausdrucksstarke und Flexibilitdt von Programmiersprachen
> Ubersetzung von Programmiersprachen (z.B. in ausfiihrbaren Code)

Maschinenmodelle (Automaten)

» Moglichkeiten und Grenzen verschiedener Modelle zur
(maschinellen) Ausfiihrung von Algorithmen

Berechenbarkeitstheorie (Master)
» Welche Aufgaben sind iiberhaupt algorithmisch
(mit Hilfe verschiedener Maschinenmodelle) 18sbar?
Auch negative Antworten sind sehr hilfreich
(sparen Aufwand fiir ungeeignete Lésungsansitze)
(Master)

Komplexitatstheorie
» Welche Aufgaben sind mit beschrinkten Ressourcen
(z.B. Zeit, Speicherplatz) losbar?
» Fiir welche Aufgaben konnen schnelle Algorithmen existieren?



Prinzipien der theoretischen Informatik

altester Zweig der Informatik (lange vor dem ersten Computer)
Mathematische Prinzipien:
> Abstraktion

» ermoglicht verallgemeinerte Aussagen und breit einsetzbare
Verfahren,

» Ergebnisse und Verfahren oft nicht sofort praktisch anwendbar,
missen auf spezielle Situationen angepasst werden.

> Beweisbarkeit

» erfordert prazise Modellierung der Aufgabe

» Nachweis der Korrektheit von Hard- und Software
(Tests konnen dies nicht !)

Wissen aus der theoretischen Informatik
» veraltet liber viele Jahre kaum

» Grundlage fiir Verstandnis von (schnelllebigem) Spezialwissen,
z.B. konkrete Programmiersprachen, Domain-spezifische
Sprachen, Transformationen verschiedener Darstellungen



Aus der Modulbeschreibung

C993 Theoretische Informatik: Automaten und formale Sprachen

Arbeitsaufwand: Prasenzzeit 56 h (=2 SWS V + 2 SWS S)

Vor- und Nachbereitungszeit 94 h (= 6 h je Woche)

Voraussetzungen: anwendungsbereite Kenntnisse auf den Gebieten

Lernziele:

Modellierung, Logik, Algorithmen und
Datenstrukturen, Aufwandsabschatzungen

Die Studierenden sind in der Lage, wichtige Klassen
formaler Sprachen als Grundlage von Programmier-
und Beschreibungssprachen einzuordnen und kennen
die wesentlichen Eigenschaften der Sprachklassen.
Sie kennen die entsprechenden abstrakten
Maschinenmodelle und Algorithmen und kénnen sie
zur Darstellung und Lésung praktischer
Aufgabenstellungen einsetzen.

Die Studierenden wissen, dass nicht jedes formal
darstellbare Problem algorithmisch l6sbar ist.



Inhalt der Lehrveranstaltung

» Formale Sprachen
» Wiederholung: Alphabet, Wort, Sprache, Operationen darauf
> reguldre Ausdriicke
» Wortersetzung
» Grammatiken
» Chomsky-Hierarchie

» Maschinenmodelle
» Endliche Automaten
» Kellerautomaten
» Turing-Maschinen
» Berechenbarkeit (Ausblick auf Master-Modul)

» berechenbare Funktionen

» Berechnungsmodelle

» These von Church

> algorithmische Entscheidbarkeit / Unentscheidbarkeit

» Komplexitat (Ausblick auf Master-Modul)

jeweils mit vielen Beispielen



Lehrveranstaltungen

Folien, Ubungsserien, aktuelle Informationen unter
https://informatik.htwk-leipzig.de/schwarz/lehre/ss25/tib

Vorlesung donnerstags / freitags (2 h / Woche)
Selbststudium (Hausaufgaben): (6 h / Woche)

schriftliche Ubungsserien (ca. zu jeder Vorlesung)
Besprechung in der folgenden Ubung
Autotool jeweils nach der Vorlesung bis Sonntag
der nachsten Woche

Seminar Besprechung der Ubungsserien (incl. Selbsstest)
(Vorrechnen der Musterldsungen)


https://informatik.htwk-leipzig.de/schwarz/lehre/ss25/tib

Priifung

Priifungsvorleistungen:

» > 3 Kurzvortrage zu schriftlichen
Ubungsaufgaben (Ubungen) und

» > 50% aller Punkte fiir
Autotool-Pflichtaufgaben

Priifung: Klausur 90 min )
Aufgabentypen dhnlich Ubungsaufgaben
(Hilfsmittel: beidseitig handbeschriebenes A4-Blatt)



Formale Sprachen

Syntax natiirlicher Sprachen:
» Rechtschreibung: korrekte Worter
» Grammatik: Aufbau korrekter Satze

Definition von Programmiersprachen:
Syntax Form der Sprachelemente
Semantik Bedeutung der Sprachelemente und -strukturen

Pragmatik Regeln zur zweckmiBigen Anwendung

Syntax von Programmiersprachen:
» Schliisselworter, Bezeichner, Darstellung von Zahlen, ...

» Programmstrukturen:
Form der Ausdriicke, Anweisungen, Deklarationen, ...



Formale Sprachen: Beispiele

Programmiersprachen (Java):
while (b !'= 0) { if (a > b) a=a - b; else b=Db - a; }

Regeln fiir korrekte Syntax (EBNF):

Statement ::= ... | IfStmt | WhileStmt | ... ;

WhileStmt ::= "while" "(" Expr ")" Statement;

IfStmt t:= "if" "(" Expr ")" Statement ( "else" Statement )7?;
Expr HEE N

Domain-spezifische Sprachen , z.B. Autotool-Lésungen zu AL-Modell
listToFM[(x,True), (y,False), (z,False)]
Regeln fiir korrekte Syntax (EBNF):

belegung ::= "listToFM" "[" var-wert-ps "]"

var-wert-ps 1:= "" | var-wert-paar | var-wert-paar "," var-wert-ps
var-wert-paar ::= "(" var-name, wert ")"

wert 1:= "True" | "False"

var-name =Ll

Graphische Sprachen , z.B.




Maschinenmodell: endlicher Automat

Beschreibung des dynamischen Verhaltens von Systemen

Modellierung von Abl3dufen (Zustandsiibergangssysteme)

Beispiele:
» Bedienoperationen an Geraten oder Software
» Schaltfolgen von Ampelanlagen
» Steuerung von Produktionsanlagen
» Ablauf von (Geschéfts-)Prozessen
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Beispiel: (Pool-)Einlass mit Karte
Automat definiert durch

» Zustiande: gesperrt, frei

» Startzustand: gesperrt

» Aktionen (Eingabesymbole):

Karte (anlegen), Durchgehen, Timeout

» Zustandsiiberginge: (gesperrt, Karte) — frei
(frei, Karte) — frei
(frei, Durchgehen) — gesperrt
(frei, Timeout) — gesperrt

Karte

gesperrt
Durchgehen, Timeout

@ Karte
definiert mogliche (erlaubte) Folgen von Aktionen
Diese Folgen lassen sich durch reguldre Ausdriicke darstellen:
( Karte Karte*( Durchgehen + Timeout ))*
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Anwendung bei der Ubersetzung von Programmen

Ubersetzung von Quell- in Zielsprache
(z.B. C, Java in Maschinen- oder Byte-Code)

meist in zwei Phasen iiber eine (gemeinsame) Abstraktion:

Quellcode
{ Analyse-Phase (Front-End)
Zwischendarstellung
(oft Baumstruktur)
1 Synthese-Phase (Back-End)
Code in Zielsprache

(im Master-Modul Compilerbau)
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Analyse-Phase

Quellcode —| Scanner > Folge von Token —| Parser (> Syntaxbaum

lexikalische Analyse (Scanner)
lineare Analyse des Quelltextes,
Aufteilung in Einheiten (Token)
z.B. Schliisselworter, Bezeichner, Zahlen
reguldre Sprachen, endliche Automaten
Syntaxanalyse (Parser)
hierarchische Struktur des Quelltextes
z.B. Ausdriicke, Verzweigungen, Schleifen
kontextfreie Sprachen, Kellerautomaten
semantische Analyse Annotationen im Syntaxbaum,
z.B. Typpriifungen
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Einsatz ahnlicher Transformations- und Analyse-Methoden

| 2
>
>

VVvVVYyVYVYY

Compiler fiir Programmiersprachen (z. B. Java — Bytecode)
Interpreter fiir Programmiersprachen (z. B. Java-Bytecode)

Ubersetzung von Daten zwischen verschiedenen Formaten
z. B. LilyPond (http://www.lilypond.org) iibersetzt
\repeat volta 3 { c’ e’ g’ e’ | }

\alternative { { ¢’2 g> | Y} {g’1 | } 1

u. A.in

Verarbeitung von Domain-spezifischen Sprachen
Textformatierung

Dokumentbeschreibungssprachen

kontextabhangige Hilfe in Entwicklungsumgebungen
statische Analyse zur Fehlersuche in Programmen
graphische Editoren (z.B. fiir UML-Diagramme) mit
automatischer Programmgenerierung
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http://www.lilypond.org

Berechenbarkeit / Entscheidbarkeit

Halteproblem:

Kann ein (Test-)programm U existieren, welches fiir jedes beliebige
(Dienst-)Programm P (Eingabe als Quelltext) entscheidet, ob P
nach endlich vielen Schritten anhalt?

Antwort (Herleitung spater): Nein

Folgerungen:

P Alle Versuche, ein solches Programm zu erzeugen, miissen
fehlschlagen.

» Sinnvoll ist jedoch die Suche nach Verfahren, die fiir eine
moglichst groBe Teilmenge aller (Dienst-)Programme P
entscheiden, ob P nach endlich vielen Schritten anhalt.

» Entwickler von P (Dienstleister) muss nachweisen, dass sein
Programm P nach endlich vielen Schritten anhalt.

(im INM-Modul Theoretische Informatik)
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Komplexitat

Beispiel Primzahltest

Aufgabe: Ist eine gegebene Zahl n eine Primzahl?
Instanz der Aufgabe: Ist 12347 eine Primzahl?
|6sbar durch den Algorithmus:

1. Firalleie{2,...,n}:
Test: Ist n durch i teilbar?

» ja: Ende mit Ausgabe n ist nicht prim.
> nein: weiter (mit Test fiir / 4 1)

2. Ausgabe: n ist prim.
Dieser Test ist fiir groBe Zahlen aufwendig. Geht es besser?
> Was bedeutet aufwendig und besser?

» Wie aufwendig ist eine Berechnung?

» Wie aufwendig ist die Losung einer Aufgabe?
(im INM-Modul Theoretische Informatik)
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WH: Alphabet, Wort, Sprache
Fiir jede Menge A heiBt
A" =Ax - x A={wy---w, |Vi:w; € A}
—_——

n
Menge aller Worter der Lange n liber A
(n-Tupel, Vektoren, Folgen, Listen, Zeichenketten)

A" = Ugneny A Menge aller Worter iiber A
(endliche Folgen, Listen, Zeichenketten)
A® = {e} mit leerem Wort ¢

Alphabet (endliche) Menge A von Symbolen
Wort endliche Folge von Symbolen w = wy - - - w,, mit
Vie{l,...,n}:w; €A
Lange eines Wortes |w| = Anzahl der Symbole in w

Anzahl der Vorkommen eines Symboles in einem Wort
\w|, = Anzahl der a in w (fiir a € A)

Sprache Menge von Wortern L C A*
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Beispiele

>

Alphabet A= {0, 1}
Worter € A* = {0,1}*: Menge aller Binarworter
Sprachen C A*, z.B.
> {w € {0,1}* | wy # 0} Menge aller Binirzahlen
ohne fiihrende Nullen
> {we{0,1}*|ws #0A Wiw|—1 = Wjw| = 0}
Menge aller Binardarstellungen durch 4 teilbarer
Zahlen ohne fiihrende Nullen

Alphabet A = {a, b}
Worter € A* = {a, b}*: Menge aller Worter, die
hochstens die Buchstaben a und b enthalten
Sprachen C A*, z.B.
> 0
> {a, b}
> {a}* ={e,a,aa,aaa,...}
> {WE {a7b}* | w1 = aA Wy, :a}:
{a, aa, aaa, aba, aaaa, abaa, aaba, abba, . . .}
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WH: Darstellung von Woértern

extensional durch Angabe der Symbole in ihrer Reihenfolge
Beispiele: u = 321,
v = abababababa,
W=wy---wWgmtwy=wr=w3=a ws=>b
intensional durch Angabe einer Eigenschaft, die fiir jeden Index i

das i-te Symbol eindeutig bestimmt.
Beispiele:
ue{0,.... 483 mitVie{1,...,3} s u; =4 — |,

a fallsie€e2N+1

V€@¢PMmWeuwwnkw={bsmﬁ

we{abymitw,=bAVic{l,....3):w;=a

20



WH: Darstellung von Sprachen

extensional durch Angabe der Elemente
(nur Beschreibung endlicher Sprachen moglich)
Beispiele: {¢, a, aa, aaa}, {b, ba, baa, baaa},
{a, b, aa, bb, aaa, bbb}

intensional durch Angabe einer Eigenschaft, die genau alle
Woérter der Sprache haben.
(auch Beschreibung unendlicher Sprachen mdéglich)
Beispiele: {w € {a}* | [w| < 3},

(we{ab)|wi=bAVie{2,. .. |w}:w=a},

{we{a b} |Vie{2,....|w|]}:wi=w}

spater in dieser LV noch mehr Formalismen zur endlichen
Beschreibung von eingeschrankten Sprachklassen
(reguldre Ausdriicke, Grammatiken, Automaten, ...)

21



WH: Operationen auf Wortern
Operationen auf Wortern u, v € A*:
Verkettung o : A* x A* — A*, wobei
Yue A* Vv e AVie{l,... |ul+|v|}:

(wov); = uj falls i < |u]
" | Vieju sonst

assoziativ, nicht kommutativ, ¢ ist neutral
Damit ist (A*, 0,¢) ein Monoid.
Spiegelung F: A* — A*, wobei
VYue A*Vie{l,...,|ul}: uff = Uyl 41—
u € A* heiBt Palindrom gdw. uf =u
Fakt
» Fiir jedes Wort u € A* gilt (u"")F\> =u.

> Fiir je zwei beliebige Worter u,v € A* gilt (uo v)R = vRouR.

UA: Beweis
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WH: Relationen zwischen Wortern
Prafix C C A* x A*:
YVue A*VwveA* - (uCv) <+ (AweA (uow=yv)))
z.B. tom C tomate (mit w = ate)
Suffix (Postfix):
Yue A" Vv € A" : (u Suffixvon v < (3w € A" (wou =v)))
z.B. enten ist Suffix von studenten (mit w = stud)

Infix (Faktor, zusammenhéngendes Teilwort):
Vue A*Vv € A" : (ulnfixvon v & (Gw e A* Inw' € A" : (wouow' =Vv)))
z.B. oma ist Infix von tomate (mit w =t und w' = te)

Prafix-, Suffix- und Infixrelation sind Halbordnungen
(aber keine totalen Ordnungen).
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Weitere Ordnungen auf Woértern

Jede totale Ordnung < auf dem Alphabet A definiert
totale Ordnungen auf A*:

lexikographische Ordnung auf A* (<jex € A* x A*):
Yu,v € A* 1 u <jex v gdw.
1. uC v oder
2. dw e A I,y e Arx<yAwxCuAwyLCv
quasi-lexikographische Ordnung auf A* (<giex € A* X A*):
Vu,v € A" 1 0 <gex v gdw.
1. |u| < |v| oder
2. Jul=v|ANu<iex v
Beispiele: fir A= {a,b} mita<b
» ab C aba, ab < aba, ab <jex aba
» abab [ abba, aber abab < abba und abab <qex abba,
» aaa <|ex ab, aber aaa Lqex ab
» ab e« aaba, aber ab <« aaba
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WH: Sprachen als Mengen

Sprachen L C A* sind Mengen von Wortern
Eigenschaften: leer, endlich, abzahlbar, iiberabzdhlbar
Mengenrelationen auf Sprachen:

LCLl' gdw. VYweA*:wel—»wel gt
L=1L" gdw. VYwe A" :wel+ wel gt

Mengenoperationen auf Sprachen:

Lul = {w|lwelvwel'}
LNt = {wlwelrwel}
L\ = {wlwelrwgl'}
LAL = (L\L)u(L'\L)

Komplement einer Sprache L C A*: [ = A*\ L
Beispiel:
L= [J A = Yy aAauv [ a
ne3N ne{3i+1|ieN} ne{3i+2|ieN}
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WAH: Operationen auf Sprachen
Spiegelung LR = {wR | we L}
Verkettung o von Sprachen:

Lioly={uov|ueliAveELy}

iterierte Verkettung von Sprachen L C A*

L°={e} VneN: L"'=["ol=Lo---oL
N——
n+1—mal
L* = U L LT = U L
neN neN\{0}

Spezialfall L = {u} € A*:

u" = y--ru €A, uv={u}'={u"|neN} CA*
n—mal

ut o= w\{ep ={u}" ={u"|neN\{0}} CA
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WH: Reguldre Ausdriicke — Syntax

Die Menge RegExp(A) aller reguldren Ausdriicke tiber einem
Alphabet A ist (induktiv) definiert durch:
IA () € RegExp(A),
¢ € RegExp(A) und
fiir jedes Symbol a € A gilt a € RegExp(A)
IS fiir alle E € RegExp(A) und F € RegExp(A) gilt
(E+ F),EF,(E)* € RegExp(A).

Beispiele: ¢ +a, e + 0, (a+ 0)*, e + ((ab)*a)*

dieselbe Definition kiirzer: RegExp(A) = Term (X, ()
fiir die Signatur

2F ={(0,0),(,0),(*1),(+,2),(2)} U{(a,0) | a € A}
(Baumdarstellung)

27



WH: Reguldre Ausdriicke — Semantik

Jeder reguldre Ausdruck E € RegExp(A) représentiert eine Sprache
L(E) C A%

L@y =0

L(e) = {e}
Vae A: L(a) = {a}
VE,F € RegExp(A): L(E+F) = L(E)UL(F)
VE,F € RegExp(A):  L(EF) = L(E)o L(F)
VE, F € RegExp(A) : L(E*) = (L(E))

Eine Sprache L C A* heiBt genau dann reguldr, wenn ein reguldrer
Ausdruck E € RegExp(A) mit L = L(E) existiert.

Beispiel: Die Menge L aller Dezimaldarstellungen natiirlicher Zahlen ist
reguldr wegen L=L(0+ (1 +2+---+9)(0+1+---+9)*)

28



WH: Beispiele

Fir A= {a, b} gilt

L(ab*) = {a, ab,abb,abbb,abbbb,...} = {ab' | i € N}
L((ab)*) = {e, ab,abab,ababab,...} = {(ab)' | i € N}
L((a+ b)*) = {a,b}"
L(a*b*) = {uov]uea*Aveb'}
L((a"p")") = {a b}’
L((a+ b)*aba) = {uocaba|ue A"}

Regulare Ausdriicke ermoglichen eine endliche Darstellung
unendlicher Sprachen.
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Aquivalenz regularer Ausdriicke

Zwei reguldre Ausdriicke E, F € RegExp(A) heiBen genau dann
dquivalent, wenn L(E) = L(F) gilt.

Beispiele (UA):
> (a+ b)*, (a* + b*)* und a*(ba*)* sind paarweise dquivalent
» ab* und (ab)* sind nicht dquivalent
» (114 0+ 110+ 011)* und (114 0)* sind ...

Fakt

Die Aquivalenz regulirer Ausdriicke ist eine Aquivalenzrelation.
UA: Beweis
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Interessante Fragen fiir formale Sprachen

> Ist ein gegebenes Wort w in der Sprache L enthalten?
(haufig Wortproblem genannt)

» Enthilt die Sprache L nur endlich viele Wérter?
» Gilt L; C L, fiir zwei gegebene Sprachen L; und L,?
» Gilt L; = L, fiir zwei gegebene Sprachen L; und L,?

Fragen zur Regularitat:

» Lasst sich die Sprache L durch einen reguldren Ausdruck definieren?
(Gilt 3E € RegExp(A): L=L(E) ?)

» Woran kann man erkennen, ob sich eine Sprache durch einen
reguldren Ausdruck definieren ldsst?

> Gilt L(E) = 0 fiir einen gegebenen reguldren Ausdruck E?

v

Gilt L(E) = A* fiir einen gegebenen regularen Ausdruck E?
» |st ein gegebenes Wort w in der durch den reguldren Ausdruck E
definierten Sprache L(E) enthalten?
Alle Antworten sind fiir endliche Sprachen einfach,

aber fiir unendliche Sprachen oft schwierig.
31



Wortproblem praktisch

Eingabe : Sprache L C A*, Wort w € A*
Frage: Gilt w e L?
Ausgabe: ja oder nein

Beispiele:
» Syntaktische Tests:

P |st die gegebene Zeichenkette die Dezimaldarstellung einer
ganzen Zahl?
(Sprache: Menge aller giiltigen Dezimaldarstellungen)

P |st die gegebene Zeichenkette eine korrekt geformte
Email-Adresse (der HTWK)?

P Ist der gegebene Quelltext ein syntaktisch korrektes
Java-Programm?

P Ist die gegebene Zeichenkette die Binardarstellung einer
geraden Zahl? (durch drei teilbaren Zahl, usw.)

» Folgen von Aktionen:

» An- und Ausziehen (in umgekehrter Reihenfolge)
> |Ist eine Folge von Aktionen moglich / zuldssig ?
» Fiihrt eine Folge von Eingaben zu einem Fehler?
32



Wortersetzungssysteme

Alphabet A
Wortersetzungsregel (/,r) € A* x A* (geschrieben | — r)

Wortersetzungssystem endliche Menge von Wortersetzungsregeln

Beispiele:
P> Regel ba — ab,
» Wortersetzungssystem S = {a — ab, ba — c¢,abc — ¢}

33



Anwendung von Wortersetzungsregeln

Eine Regel | — r ist auf ein Wort w € A* anwendbar,
falls / ein Infix von w ist (w =voloV/).
Beispiel: Regel oma — u ist

» auf isomatte anwendbar, v = is, v/ = tte,

» auf tomate anwendbar, v = t, v/ = te,

» auf matte, sommer und normal nicht anwendbar.

Eine Anwendung der Regel | — r auf ein Wort

w =vo/oV ergibt das Wort vorov'.

(Ersetzung des Infix / durch r)

Beispiel: ab — a angewendet auf baababa = voloV/
» mit v = ba und v/ = aba ergibt baaaba
» mit v = baab und v/ = a ergibt baabaa

Anwendung einer Regel auf ein Wort an einer Position im Wort



Ableitungsschritt

Ableitungsschritt (w, (I — r), p, w’) im Wortersetzungssystem S
mit

> Ausgangswort w,
» auf w anwendbare Regel | — r aus S,

» Position p € {1,...,|w|} im Wort w, an der der Infix /
beginnt

» w' ist das nach Anwendung der Regel / — r an Position p auf
w entstandene Wort.

Beispiel:

S ={ab— ba,a — b}, w= aba
mogliche Ableitungsschritte in S:
(aba, (ab — ba), 1, baa)

(aba, (a — b),3, abb)

(aba, (a — b), 1, bba)

35



Ein-Schritt-Ableitungsrelation

Jedes Wortersetzungssystem S C A* x A* definiert eine Relation
—s C A* x A*, wobei genau dann

w —s w' gilt, wenn ein Ableitungsschritt (w, (I — r), p, w') mit
(I = r) € S existiert.

Beispiel: Fiir S = {ab — ba,a — b} gilt
» aba —s baa wegen (aba, (ab — ba), 1, baa)
» aba —s bba wegen (aba, (a — b), 1, bba)
» aba —g abb wegen (aba, (a — b), 3, abb)
» aba /s bbb
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Ableitungen
Eine Folge von Ableitungsschritten
(U7 (/1 — fl),Ph Uz), (U27 (/2 — fz),P27 U3), e 7(Un—17 (/n—l — 'n—1,Pn—1, V)
im Wortersetzungssystem S heiBt Ableitung von u nach v in S.

Beispiel: S = {ab — ba,a — b}, u = aba
Folge von Ableitungsschritten
(aba, (ab — ba), 1, baa), (baa,(a — b),3, bab), (bab,(a — b),2, bbb)

aba 2287 baa 228 bab 228 bbb

Lange der Ableitung = Anzahl der Ableitungsschritte

In jedem System S existiert fiir jedes u € A* die leere Ableitung
(der Lange 0) von u nach wu.
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Wiederholung: Hiillen binarer Relationen

R U Iy heiBt reflexive Hiille von R C M?
(mit Identitdt Iy = {(x,x) | x € M})

R U R~ heiBt symmetrische Hiille von R C M?
(mit inverser Relation R™! = {(y,x) | (x,y) € R})

Wiederholung: Verkettung o der Relationen R C M? und S C M?

RoS={(x,2) e M* |3y e M: (x,y) € RA(y,z) € S}

Iterierte Verkettung von R C M? mit sich selbst:

RO = Iy
R™ = R"oR
RT = U R" C M? transitive Hiille
neN\{0}
R* = U R" C M? reflexiv-transitive Hille

neN
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Ersetzungsrelation

Jedes Wortersetzungssystem S C (A* x A*) definiert die
Ersetzungsrelation —% C (A* x A*), wobei genau dann
u —>§ v gilt, wenn eine Ableitung von u nach v existiert.

Beispiel: S = {a — aa},
> fiir jedes n > 1 gilt ba =5 ba---a
——

n
wegen ba —s baa —g baaa —g --- —s ba---a
g S S S S Uy A

n

» b —% b, aber fiir kein Wort w # b gilt b =% w

(—% ist die reflexive transitive Hiille von —5)
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(Beschranktes) Miinzenspiel als Wortersetzungssystem

Symbole Hohe der Stapel A = {0,...,4}
Konfiguration Wort w € A®
Startkonfiguration Wort W = 00400

Spielzug Anwendung einer Regel aus dem

Wortersetzungssystem

S = {i(j+2)k—)(i—|—1)j(k+1)| i,j,ke€{0,...,4} }

Ni+(+2)+k<4
040 — 121,220 — 301,022 — 103,121 — 202

= ¢ 030 — 111,130 — 211,031 — 112,
020 — 101,120 — 201,021 — 102

Das Paar (S,00400) definiert die Menge (Sprache)
aller aus 00400 durch —7% erreichbaren Konfigurationen:

L(S,00400) = {00400, 01210, 02020, 10120, 02101, 10201,11011}

Auf das Wort 11011 ist keine Regel aus S anwendbar.
Deshalb heit 11011 Normalform bzgl. S
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Wortersetzungssysteme — Beispiele

St={[ll = [} mit u=[[[[|[| und v = |||
Woas wird hier ,,berechnet"?

S, ={11—-1,00 - 1,01 - 0,10 — 0} und v = 1101001
Wirkung verschiedener Ableitungreihenfolgen?

S3 ={c— aca,c — bcb,c -+ a,c — b,c e} und u=c
Menge aller in S3 aus ¢ ableitbaren Worter, die kein ¢ enthalten?
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Sprachen aus Wortersetzungssystemen

Jedes Paar (Wortersetzungssystem S, Anfangswort w) liber einem
Alphabet A definiert die Sprache

L(S,w)={ve A" |w =5 v}

(Menge aller Woérter v, die von w durch eine Ableitung in S
erreicht werden)

Beispiel: S = {c — aca,c — bcb}, w = ¢

L(S,w) ={vocovR|ve{ab}*} (Menge aller Palindrome iiber
{a, b, c}, die genau an der mittleren Position ein ¢ enthalten)
Jedes Paar (Wortersetzungssystem S, Menge M von Wortern)
iiber einem Alphabet A definiert die Sprache

LS. M) = J LS w)
weM

(alle Worter v, die von irgendeinem w € M durch eine Ableitung
in S erreicht werden)
Beispiel: Fiir S = {a — aa} und M = {b, ba} ist L(S, M) = L(ba*)
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Ausdrucksstarke von Wortersetzungssystemen

Wortersetzungssysteme

» ermoglichen eine endliche Darstellung unendlicher Sprachen.

(als Erzeugungsvorschrift fiir alle Worter der Sprache)
Beispiele: L ({¢ — aaa},e) = {a>" | n € N} = L(aaa)*
L({2 — 020,2 — 121},2) = {w2wR | w € {0,1}*}

» konnen zur Modellierung von Zustinden und Ubergingen
dazwischen verwendet werden
z.B. Spiele, Ausfiihrung von Programmen,
Programmuverifikation
Beispiel: Miinzenspiel, lineares Solitaire (UA)

» konnen Berechnungen simulieren
(Bestimmung von erreichbaren Wértern ohne Nachfolger)
Beispiel: e € L({[[| = |}, l[[I])
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Wortproblem fiir durch Wortersetzungssysteme
definierte Sprachen

Ist ein gegebenes Wort w in der Sprache L(S, u) enthalten?
alternative Formulierung: Gilt u —% w?

Ableitungsrelation —g als

(unendlicher) gerichteter Graph Gs = (V/, E) mit
Knoten: V = A*

Kanten: E = {(u,v) | u —s v}

u —75 w gilt genau dann, wenn in Gs ein Pfad von u nach w
existiert.

Beispiel: (Tafel) S = {ab — ba},
abab —% baba, aber abab /% abaa, abab /5 aabb
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Sprachen aus Wortersetzungssystemen

Losung des Wortproblems und anderer Fragen zu Sprachen ist fiir
endliche Sprachen einfach, fiir unendliche Sprachen oft nicht.

Darstellung der Sprache durch ein Wortersetzungssystem kann
helfen.

Losung des Wortproblem w € L(S, u) durch Standardverfahren:
Suche eines Pfades von u nach w im Ableitungsgraphen des
Wortersetzungssystems S

Problem:
» Pfadsuche ist Standardverfahren fiir endliche Graphen.

» Ableitungsgraphen von Wortersetzungssystemen sind aber
meist unendlich.

Standardverfahren ist in Spezialfallen anwendbar,
fiir welche die Suche in einem endlichen Teilgraphen geniigt
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Nichtverlangernde Wortersetzungssysteme

Ein Wortersetzungssystem S heit genau dann nichtverlangernd,
wenn fiir jede Regel (I — r) € S gilt: |/| > |r|.
Wortproblem (L, w):

Eingabe : Sprache L C A*, Wort w € A*
Frage: Gilt w e L?
Ausgabe ja oder nein

Beispiel: S = {ab — ba, ac — a}, u = abcac, v = aacb

Satz

Es gibt einen Algorithmus, welcher fiir jedes nichtverlingernde
Wortersetzungssystem S C A* x A* und beliebige Woérter

u,w € A* das Wortproblem (L(S, u), w) in endlicher Zeit korrekt
lost.

Idee:
Suche im endlichen Teilgraphen aller Worter v € A* mit |v| < |u|
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Nichtverkiirzende Wortersetzungssysteme

Ein Wortersetzungssystem S heit genau dann nichtverkiirzend,
wenn fiir jede Regel (I — r) € S gilt: |I] < |r|.

Beispiel: S ={a — ba,b — a}, u=b, w = aba, w' = ab

Satz

Es gibt einen Algorithmus, welcher fiir fiir jedes nichtverkiirzende
Wortersetzungssystem S C A* x A* und beliebige Worter

u,w € A* das Wortproblem (L(S, u), w) in endlicher Zeit korrekt
I6st.

Idee:
Suche im endlichen Teilgraphen aller Worter v € A* mit
lu] < |v| < |w
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Wortersetzungssysteme mit
verlangernden und verkiirzenden Regeln

Beispiel:
(¢ —  baaca,
c — aacba,
c —  bbcabb,
S§=<¢ aca — d,
bcb — d,
ada — d,
bdb — d J
Gilt ¢ =% d?

Fiir Wortersetzungssysteme S mit verlangernden und verkiirzenden
Regeln existiert im Allgemeinen kein Algorithmus, der fiir beliebige
Worter u, w € A* feststellt, ob u —}; w gilt.



Was bisher geschah
» Alphabet, Wort, Sprache
» Operationen und Relationen auf Wértern und Sprachen
> interessante Fragen fiir Sprachen und Worter
Reguldre Ausdriicke
» Syntax, Semantik
» endliche Darstellung evtl. unendlicher Sprachen
Wortersetzungssysteme P C A* x A*
» Wortersetzungssregel | — r mit I, r € A*
» Ableitung in P: endliche Folge von Ersetzungsschritten
» Ausdrucksstarke:

> Reprasentation von (auch unendlichen) Sprachen
» Modellierung von Zustandsiibergangen
> Ausfiihren von Berechnungen

tukasiewicz-Sprache L({b — abb}, b)



Ableitbare Worter iiber Teilalphabet

Beispiele: A= {a, b, c},

c — aca,

c — bcb,
S5=<¢ c¢c — ¢

c — a,

c — b

L(S,c)={uodouf|uec{abl*nde{ab,cel}

Menge aller Worter in L(S,c) N {a, b}*:
alle Palindrome in {a, b}*

c ist Hilfssymbol zur Erzeugung der Palindrome
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Natiirliche Sprache

Wortersetzungssystem S enthilt die Regeln:

Satz —  Subjekt Pradikat .
Subjekt —  mArtikel mSubstantiv
Subjekt —  wArtikel wSubstantiv
mArtikel —  Der

wArtikel —  Die

mSubstantiv. —  Hund

wSubstantiv. —  Sonne

Pradikat —  bellt

Pradikat —  scheint

Alphabet A = {Der, Die, Hund, Sonne, scheint, bellt, .} U
{ Satz,Subjekt, Pradikat, wArtikel, mArtikel, wSubstantiv, mSubstantiv}

Ableitbare Waérter in L(S, Satz ) ohne Hilfssymbole aus der Menge
{Satz, Subjekt, Pradikat, mArtikel, wArtikel, mSubstantiv, wSubstantiv}:
Menge grammatisch korrekter deutscher Sitze (dieser einfachen Form
mit ausschlieBlich den Worten Der, Die, Hund, Sonne, scheint, bellt).

50



Aussagenlogische Formeln

Wortersetzungssystem S enthilt die Regeln

Formel
Formel
Formel
Formel
Formel
Variable
Variable
Konstante
Konstante

A R A A

=R

Variable

Konstante

( — Formel )

Formel V Formel )
Formel A Formel )

(
(
p
q
t

Alphabet A = {t,t, p,q,—,V, A, (,)} U{ Formel ,Variable, Konstante}

Formel —s (Formel A Formel) —% (Formel A f) =% ((p V (=q)) A )

Worter in L(S, Formel ) N {t.f, p,q,—,V,A,(,)}* :
Menge AL(- v A1} ({P, q}) aller aussagenlogischen Formeln mit
Aussagenvariablen aus der Menge {p, g}

und Junktoren aus der Menge {—, V, A, t, 1}
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Aussagenlogische DNF

Wortersetzungssystem S enthilt die Regeln

DNF
DNF
Minterm
Minterm
Literal
Literal
Variable
Variable

Lillilld

Alphabet A =

Minterm vV DNF
Minterm

Literal A Minterm
Literal

- Variable
Variable

p

q

{pv qv_',\/v/\}
U{ DNF, Minterm, Literal,Variable}

DNF —s Minterm V DNF —3 pVDNF =% pV gA-pV g

Woérter in L(S, DNF )N {p,q,—,V,A}* :
Menge AL({p, q}) aller disjunktiven Normalformen mit
Aussagenvariablen aus der Menge {p, g}
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Dezimaldarstellung natiirlicher Zahlen

Wortersetzungssystem S enthilt die Regeln

Zahl - 0
Zahl —  1Ziffernfolge
Zahl —  9Ziffernfolge

Ziffernfolge —  0Ziffernfolge

Ziffernfolge —  9Ziffernfolge
Ziffernfolge — ¢

Alphabet {0,...,9} U{ Zahl, Ziffernfolge }
Zahl — g 3Ziffernfolge — ¢ 32Ziffernfolge — g 327Ziffernfolge —g 327
Woérter in L(S, Zahl )N {0,...,9}*:

Menge aller Dezimaldarstellungen natiirlicher Zahlen
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Programmiersprachen

Java-Syntax (Ausschnitt) in Backus-Naur Form (BNF)

(John Backus, Peter Naur)
<while statement>::=while(<expression>)<statement>
<expression>::=<assignment expression>
<assignment expression>::=<conditional expression>|<assignment>
<assignment>::=<left hand side><assignment operator><assignment expression>

<left hand side>::=<expression name>|<field access>|<array access>

<assignment operator>::= = | =1 += | == | <<= | >>= | >>>=
| &

x= 1/
=

a— nl|rl...|rm statt mehrerer Regeln a — ry,...,a—r,
::= statt — (in ASCII darstellbar)
Hilfssymbole markiert durch < und >
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Definition Grammatik

Grammatik G = (N, T, P, S) ist definiert durch

Nichtterminalsymbole: endliche Menge N
(Hilfssymbole)

Terminalsymbole: endliche Menge T
(Alphabet der erzeugten Sprache)

Wortersetzungssystem: P C (N U T)* x (N U T)* (Produktionen)
Startsymbol S € N
Beispiel: G = (N, T, P, S) mit

N = {5},
T = {0,1},

S — 081
P_{Sﬁs}
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Grammatiken: Beispiele

» G=(N,T,P,E)mit N={E,F,G}, T={(,),a,+,-} und

TTMoaamm
A

|

G - F|G-F,

E — G|E+G,
F — al(E)

> G=(N,T,P,S)mit N={S,A B,C}, T ={ab,c}

S

)

CB
P = aB
bB
bC
cC

A

aSBC,
aBC,
BC,
ab,
bb,
bc,

cc
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Ableitungen in Grammatiken

Ableitung in Grammatik G = (N, T, P, S):
Ableitung im Ersetzungssystem P mit Startwort S

Beispiel: G = (N, T, P,S) mit

N = {S A B}

T = {0,1}
S — O0SA
S — 0A

Po= A — 1
B —
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Durch Grammatiken definierte Sprachen
Grammatik G = (N, T, P, S) definiert die Sprache
LG)={weT"|S—=pw}=LP,S)NT"

Beispiel: G = (N, T, P, S) mit

N = {§5,Z}

T = {0,1}
S —» 1z,
S — 0,

P = Z — 0Z,
Z — 17,
Z — €

definiert die Sprache L(G) = ...
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Aquivalenz von Grammatiken

Zwei Grammatiken G; und G, heiBen genau dann dquivalent, wenn
L(Gl) = L(Gg) gilt.

Beispiel: Gi = (Nq,{0,1}, P1,S) mit Ny = {S, A, B} und

— 0S5A
— 0A
— 1

— A

=

WD 00

und Gy = (N2, {0,1}, P2, S’) mit No = {S"} und
P, ={S" — 051,58 — 01}
sind dquivalent wegen L(G1) = L(G) = ...

Aquivalenz von Grammatiken ist eine Aquivalenzrelation. (UA)
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Grammatiken mit e-Regeln

e-Regel : Grammatik-Regel der Form | — ¢

Beispiele:

> G = ({A B}, {0,1}, P1, A) mit
P; ={A—1B0,B — 1B0,B — ¢}
ist dquivalent zu Gy = ({A}, {0, 1}, P>, A) mit
P, = {A— 1A0,A — 10}
(ohne e-Regel)

> G = ({A},{0,1},P,A) mit P = {A — 1A0,A — ¢}
ist nicht dquivalent zu einer Grammatik ohne e-Regel
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Chomsky-Hierarchie
(Noam Chomsky)
Eine Grammatik G = (N, T, P, S) heiBt vom Chomsky-Typ
0 immer,
1, falls fiir jede Regel (I — r) € P gilt: |I] < |r|
(monoton, kontextsensitiv)
2, falls Typ 1 und fiir jede Regel (I — r) € P gilt: I € N
(kontextfrei)
3, falls Typ 2 und fiir jede Regel (I — r) € P gilt:
e Nund re (TU(T oN))
(regular)
Eine Sprache L C T* heiBt vom (Chomsky-)Typ i fiir
i€{0,...,3}, falls i die groBte Zahl ist, fiir die eine Grammatik G
vom Typ i mit L\ {¢} = L(G) existiert.
L; bezeichnet die Menge aller Sprachen vom Typ /.
Achtung: Es gibt Sprachen, die nicht durch eine Grammatik
erzeugt werden konnen, also keinen Chomsky-Typ haben (Warum?)
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Beispiele

> G = ({S},{a,b},P,S) mit
P={S— aSb,5 — ab,S — a,S — b} ist vom Typ 2

> G, = ({S},{a, b}, P,S) mit
P={S— aSh,5 - a,S— b,S — e} ist vom Typ 0
aber L(Gy) ist vom Typ 2,
weil L(G) \ {e} = L(G)) fir Gj = ({S},{a, b}, P',S) mit
P'={S — aSb,S — a,5S — b,S — ab}

> G3=({S,A, B}, {a b},P,S) mit
P={S— aA,A— aB,B — bB,B — b} ist vom Typ 3

> Gy = ({A, B, C}7 {a, b, C}, P,A) mit

A — aABC,
A — aBC,
CB — BC,

P= aB — ab,
bB — bb,
bC — bc,
cC — cc

ist vom Typ 1
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Wortproblem fiir Typ-1-Sprachen

gegeben : Grammatik G = (N, T, P, S) vom Chomsky-Typ 1,
Wort w € T*
Frage: Giltwe L(G)?7

Satz
Es existiert ein Algorithmus, welcher fiir jede beliebige Eingabe
(G, w), wobei

» T ein endliches Alphabet,

> we T und

» G eine monotone Grammatik (Chomsky-Typ 1) iiber T sind
die Wahrheit der Aussage w € L(G) (in endlicher Zeit) korrekt
beantwortet.

(folgt aus entsprechendem Satz fiir nichtverkiirzende
Wortersetzungssysteme)

Im weiteren Verlauf dieses Semesters:

spezielle (effizientere) Verfahren fiir Grammatiken von Typ 2 und 3
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WH: Machtigkeit unendlicher Mengen
Eine Menge A heifit
abzdhlbar gdw. 3 f : N — A surjektiv
iberabzadhlbar sonst
Abschlusseigenschaften der Menge aller abzdhlbaren Mengen:
Sind alle Mengen A; mit i € N abz&hlbar, dann sind auch
» jede Teilmenge B C A; abzdhlbar
» B = A; U A, abzihlbar
» B = A; x Ay abzihlbar
(nach erstem Diagonalverfahren von Cantor)
2.B. Bk = ((A1)m, (A2)n) fiir k =" i+ m (UA)
> Vk € N: B = Af abzihlbar (UA)
Ist jede der abzdhlbar vielen Mengen Ao, A1, Az, ... abzihlbar,
dann sind auch
» Jjen Ai abzahlbar (Hilberts Hotel)
» X,enA; abzidhlbar
(formale Beweise durch Induktion nach /)
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WH: Abzihlbare Mengen — Beispiele
A abzihlbar gdw. 3f : N — A surjektiv
Beispiele:
» jede endliche Menge A = {ag,...,an} mit

a; ,fallsi<n
ag ,fallsi>n

VieN:f(i)= {
N mit f = Identitat
jede Menge M C N
N x N (nach erstem Diagonalverfahren von Cantor)
Z={m—n|(mn) eN?}=NU{-n|neN\{0}}
Q={m/n| (m.n) € Z x (Z\ {0})}
Vk € N : Nk
{1}
fo,1)*
A* fiir jedes endliche Alphabet A

VVvVvVvyVvyVvyVvVYVYYVYY

(UA)
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WH: Uberabzihlbare Mengen

Menge 2N aller Mengen natiirlicher Zahlen ist iiberabzihlbar, also
machtiger als N.

(Es gibt iiberabzahlbar viele Mengen natiirlicher Zahlen.)
(indirekter) Beweis, dass 2V iiberabzihlbar

zweites Diagonalverfahren von Cantor

Annahme: Es existiert eine surjektive Funktion M : N — 2N d.h.

fiir jede Menge L C N gilt also L = M(k) fiir (wenigstens) ein k € N.

0 1 2 k
M) | 0e M(0) 1€ M(0) 2€ M) --- ke M(0)
M(1)|0eM(1) 1eM(l) 2e M(1) --- ke M(1)
M2) | 0e M(2) 1eM(2) 2eM?2) --- keM(?2)
/\/I&k) 0¢ l:\/l(k) le /:\/I(k) 2¢€ /:W(k) - ke ;\A(k)

Definiere Menge L={i e N|i & M(i)} CN

Wegen L C N existiert nach Annahme ein k € N mit L = M(k) und
damit k € M(k) gdw. k & M(k) (Widerspruch),

d.h. Annahme falsch, also 2~ nicht abzihlbar
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Beispiele liberabzahlbarer Mengen

Mit dem zweiten Diagonalverfahren von Cantor lasst sich zeigen:

R ist iiberabzahlbar (m&chtiger als N).
(Es gibt liberabzéhlbar viele reelle Zahlen.)

[0,1] C R ist iiberabz&hlbar.
(Intervall [0, 1] enthilt iiberabzahlbar viele reelle Zahlen.)

2(10.1}7) Menge aller Sprachen L C {0,1}* ist iiberabzhlbar, also
machtiger als {0, 1}*.

2(A") st fiir jedes nichtleere endliche Alphabet A iiberabzihlbar.
(Fiir jedes nichtleere endliche Alphabet A ist die Menge
aller Sprachen iiber A iiberabzihlbar. ) (UA)
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Ist jede Sprache regular 7

Existiert fiir jedes endliche Alphabet A zu jeder Sprache L C A* ein
reguldrer Ausdruck E mit L = L(E)?

Nein, Beweis (2 Maglichkeiten):

1. konstruktiv durch Gegenbeispiel
z.B. L={0"1" | n € N} (Nachweis erst spater moglich)

2. nichtkonstruktiv (mit schon bekannten Methoden méglich):

> Wieviele Sprachen L C A* gibt es? (Machtigkeit von 2(A"))
tiberabzahlbar viele

» Wieviele reguldre Ausdriicke iiber dem endlichen Alphabet A
gibt es? abzahlbar viele, weil

> Alphabet A’ = AU {0,¢,+,%,(,), } endlich

Menge (A’)" aller Woérter {iber A" abzihlbar

RegExp(A) C (A")" (endliche Beschreibung)

also RegExp(A) selbst abzihlbar

vyvyy

Damit existieren sogar sehr viel mehr (iiberabzihlbar viele) nicht
reguldre Sprachen.

Warum sind reguldre Ausdriicke trotzdem interessant?
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Wird jede Sprache von einer Grammatik erzeugt?

Existiert fiir jedes endliche Alphabet A zu jeder Sprache L C A* eine

Grammatik G = (N, T,P,S) mit L = L(G)?
Nein (Gegenbeispiel spater)
Begriindung (nichtkonstruktiv):

1. Wieviele Sprachen L C A* gibt es? (Michtigkeit von 2(A7))
tiberabzahlbar viele

2. Wieviele Grammatiken G = (N, T, P, S) gibt es?
abzahlbar viele, weil

» Alphabet A =NUTU{(,),,,{,},—, ¢} endlich

> Menge (A')" aller Woérter iiber A’ abzihlbar

> jede Grammatik ist ein Wort aus (A’)”
(endliche Beschreibung der Sprache)

» Menge aller Grammatiken ist Teilmenge der abzahlbaren
Menge (A’)", also selbst abzihlbar

Also existieren iiberabzadhlbar viele Sprachen, die nicht durch
Grammatiken erzeugt werden kdnnen.

Warum sind Grammatiken trotzdem interessant?
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Was bisher geschah

vVvvyVvvVvyVvVvyVvyy

Alphabet, Wort, Sprache

Operationen auf Wortern und Sprachen
Wortersetzungssysteme, L(S, w)
Grammatiken, L(G)

Aquivalenz von Grammatiken
Besonderheit e-Regeln
Chomsky-Hierarchie

Existenz nicht durch Grammatiken erzeugter Sprachen
(Méchtigkeitsargument, nicht konstruktiv)



WH: Zustandsiibergangssystem MiinzschlieBfach

=S

Aktionen: A aufschlieBen Zustinde : fg frei, Tiir zu
Z zuschlieBen fo frei, Tir offen
O Tir offnen bo bezahlt, Tir offen
S Tir schlieBen bg bezahlt, Tiir zu

G Geld einwerfen b belegt
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WH: Endliche Automaten — Definition

NFA (nondeterministic finite automaton)
A=(X,Q,0,1,F) mit
X endliches Alphabet,
@ endliche Menge von Zustidnden,
& Ubergangsrelationen 6 : X — 2(@xQ),
I C @ Startzustande,
F C @ akzeptierende Zustande.
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WH: NFA — Beispiel
A=(X,Q,51{0,3},{2,3,4}) mit

X = {ab,c}

QR = {0,1,2,3,4}

o(a) = {(0,0),(0,1),(1,3)}
3(b) = {(0,0),(1,2)}
o(c) = {(0,3),(3,3),(4 1)}

P EN
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Eigenschaften endlicher Automaten

NFA A = (X, Q, 4,1, F) heiBt
vollstandig , falls Vae XVpe Q: [{q| (p,q) €d(a)}| > 1
deterministisch (DFA) , falls
1. [Il=1und
2. Vae XVpe Q: [{q|(p.q) €d(a)}| =1

Beispiele:
a,b b 3 b a b
b b
Som oI SN Gs 0
—
a a
vollstandig nicht vollstandig vollstandig

nicht deterministisch deterministisch deterministisch
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Isomorphie endlicher Automaten

Zwei NFA A= (X, Q,6,1,F) und B=(X,Q,¢,I',F') sind genau
dann isomorph,
wenn eine bijektive Funktion h: Q@ — Q' existiert, so dass

1. Vs e Q((sel) < (h(s) € I")

2. Vf e Q((f € F) «+ (h(f) € F'))

3. Va € X ¥(p,q) € Q(((p,q) € 8(a)) ¢ (((p), h(q)) € ¥(a)
Beispiel: NFA A = ({a, b},{0,1,2},6, {0}, {0}) mit
5(‘;) ={(0,1),(1,2),(2,0)} und 6(b) = {(0,2),(1,0),(2,1)}
un
NFA B = ({37 b}, {a, 8,7}, 6,18}, {/6}) mit
6(a) = {(, 8), (8,7), (v, @)} und 6(b) = {(a,7), (B, @), (v, B)}
sind isomorph durch die Bijektion
h:{0,1,2} — {o, 8,7} mit h(0) = B, h(1) = v, h(2) = «a.
(Graphisomorphie zwischen gerichteten Graphen mit markierten
Kanten und Knoten)

Fakt

Isomorphie von NFA ist eine Aquivalenzrelation. (UA)
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WH: Zweistellige Relationen
Verkettung der Relationen RC M x M und S C M x M:

RoS={(a,b)|Ic € M: (a,c) € RN (c,b) € S}

Beispiel mit Darstellung als
gerichtetem Graphen G = (V,E) mit V=M und E=R

M = {a b, c}
R
S = {(ac

I
—
—~~
L

L
~
—~
o

9]
N—r
—

{
SoR = {

in NFA:
» Ubergangsrelation 6(a) zu jedem Symbol a € X

» Verkettung der Symbole ab entspricht
Verkettung der Relationen d6(a) o 6(b)
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WH: Darstellung zweistelliger Relationen als Matrix
mit Booleschen Eintragen

M = {ab,c}
1 00
R = {(aa),(b,c)} (0 0 1)
0 00O
0 01
S = {(30),(c,b)} (0 0 O)
010

Verkettung als Matrixmultiplikation mit Booleschen Operationen

1 00 0 01 0 01
RoS = 0 01 000 |=1010
0 0O 0 10 0 00
0 01 100 0 0O
SoR = 0 0O 001 |=(10200
010 0 0O 0 01
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Ubergangsrelation auf Wortern

Fortsetzung der Ubergangsrelationen § : X — (Q x Q)
des NFA A= (X, Q,6,1, F) auf Worter §* : X* — (Q x Q):

() = {(g,9)1qeQ}=1Ig (Identitat auf Q)
5 (wa) = 6%(w)od(a)
{(p.q)[3reQ:(p,r) €d"(w)A(r,q) €d(a)}

fir alle w € X*,ae X

Es gilt also fiir alle

aeX : 6"(a)=109%(c)od(a) =d(a)
w=w--w, € X" : 0"(w)=0dw1)o---0d(wp)

(Multiplikation der Matrizen §(wy), ..., 0(wp,))

7



Beispiel

]

5(a)3(b)d(b) = (

5% (abb)



Von einem NFA akzeptierte Worter
NFA A= (X, Q,0,1, F) akzeptiert ein Wort w € X* genau dann, wenn

F(w)N (I x F) #0

alternative Formulierung:

A akzeptiert w genau dann, wenn ein akzeptierender Weg fiir w in A
existiert,

d.h. eine Folge (qo, - .-, qw|) € Q* von Zustinden g; € Q, fiir die gilt:

L Viedl,... lwl}:(qgi-1,q) € 6(wi),
2. qo € I (Startzustand) und

3. qjw| € F (akzeptierender Zustand).

Gw3pB.-Bg, mt gelundg,eF
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Beispiel
= ({a, b},{0,1},6,{0}, {0}) mit ab

d(a) = {(0,1)}, 6(b) = {(0,1),(1,0)}

/xF:{O}x{O}Z{(00}<o ) b

rem=(50) (3 0)(30)(30)-(e

A akzeptiert abbb iiber den Weg 0 5 1 = 0218%0ecF

re=(10) (Vo) (2 0)=(10)

A akzeptiert bbb nicht 0 L1208 1 ZF

= (2 1)(2 1) (2 1) (2 )¢

A akzeptiert aaba nicht 0 513 ?

o O
N———

o O
N———
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NFA-akzeptierbare Sprachen
NFA A= (X, Q,0,1, F) akzeptiert die Sprache

L(A)={we X*|IsclIfcF:(sf)es(w))

Beispiel: A= ({a, b},{0,1,2},0,{0},{2}) mit

d(a) = 1(0,0),(2,2)} und &(b) = {(0,0),(0,1),(1,2),(2,2)}
akzeptiert L(A) = ...

Sprache L C X* heiBt genau dann NFA-akzeptierbar, wenn ein
NFA A mit L = L(A) existiert.

Menge aller NFA-akzeptierbaren Sprachen: REC(NFA)
(recognizable)
Beispiele:
» L={w e {a,b}*| w enthilt Infix aa oder Prafix bba}
ist NFA-akzeptierbar.
» [’ ={010" | i € N} ist nicht NFA-akzeptierbar
(Nachweis spater).
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Beispiele NFA-akzeptierbarer Sprachen

» [y ={w € {0,1}* | |w|o ist ungerade }

> L, ={w € {a, b}* | w beginnt mit ab und endet mit ba }

» [3=L(G) mit G=({S, T},{0,1},P,S) mit
P={§S—11T,T —-0S,T — 0}

> Ly = L(E) mit E = (a+ b)*ab*

» Ls=L(F) mit F=((a+ b)c)*
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Aquivalenz endlicher Automaten

Zwei NFA A, B heiBen genau dann &quivalent, wenn L(A) = L(B).
Beispiel: Der NFA A = ({a, b},{0,1,2}, 4, {0}, {2}) mit

d6(a) = {(0,1),(1,1)} und 4(b) = {(1,1),(1,2)}

und der NFA B = ({a, b},{0,1,2,3},0, {0}, {2}) mit

5(a) = {(0,1), (1, 1), (2, 1), (3,3)} und
5(b) = {(0’ 3)7 (1a 2)? (2’ 2)’ (37 3)}

sind dquivalent. Warum?

Fakt

Aquivalenz endlicher Automaten ist eine Aquivalenzrelation. (UA)

Fakt

Isomorphe endliche Automaten sind immer aquivalent. (UA)

(Achtung: Umkehrung gilt nicht, Gegenbeispiel oben)
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Was bisher geschah
» Operationen auf Sprachen:
> Mengenoperationen U,N,\, ,A
» Sprachoperationen R o, *
> reguldre Ausdriicke RegExp(X):
IA: {e,0} UX C RegExp(X)
IS: VE, F € RegExp(X) : {E + F,EF, E*} C RegExp(X)
Die Menge aller regularen Sprachen ist abgeschlossen unter U, o*
» Grammatiken, Chomsky-Hierarchie

endliche Automaten: NFA A = (X, Q,4,1, F)

» vollstindige, deterministische NFA

Isomorphie von NFA

Akzeptanz von Woértern durch NFA

von NFA, DFA, akzeptierte Sprache L(A)

Aquivalenz von NFA

Menge REC(NFA) aller NFA-akzeptierbaren Sprachen

vvyYVvyyvyy



Vervollstandigung von NFA

Motivation:

In vollstandigen NFA existiert zu jedem Wort wenigstens ein Weg,
Akzeptanz jedes Wortes durch Menge der mit dem letzten Symbol
erreichten Zustinde auf allen Wegen feststellbar.

Satz
Zu jedem NFA A existiert ein dquivalenter vollstindiger NFA B.

Konstruktionsidee fiir A = (X, Qa,da, !, F) zu B = (X, Qp, 08,1, F):
1. Hinzufiigen eines zusatzlichen nichtakzeptierenden Zustandes e
Qe = QaU{e}

2. Hinzufiigen zusitzlicher Kanten (p, €)
Vae X :dg(a) =da(a) U{(p,e) | 73g € Qa : (p,q) € da(a)}

Beispiel: B = ({a, b,¢},{0,1,2,3,4,5},0,{0},{2,4}) mit
5(a) = {(0.0),(L.2). (3.4). (4.4).(2.5).(5.5)},

5(6) = {(0.1),(0,3). (1.5). (2.5), (3.5). (4.5). (5,5)}
und 6(c) = {(3,0). (0.5, (1.5), (2,5), (4,5). (5.5)}

(A enth3lt nur schwarze Elemente, Vervollstandigung B auch alle roten)
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Konstruktion von DFA aus NFA

Motivation: In DFA existiert zu jedem Wort w hochstens ein
akzeptierender Weg, Feststellen der Akzeptanz in |w| Schritten mdglich.
Beispiel: A= ({a, b},{0,1,2,3,4},0,{0,4}, {3}) mit
d(a) = {(0,0),(4,4)(0,1),(1,3),(3,3)} und
(b) ={(0,0),(4,4),(4,2),(2,3).(3,3)}
allgemeines Verfahren:

gegeben: NFA A = (X, Qa, 04, la, Fa)

gesucht: DFA B = (X, Qg, ds, Ig, Fg) mit L(A) = L(B)
Potenzmengenkonstruktion: NFA B = (X, Qg, dg, Ig, Fg) mit

Qs = 29 (Einschrinkung auf von /g erreichbare geniigt)
Is = {la}
Fe = {MCQa|FanM#0}

Vae X: dg(a) = {(M,N)|N={q|3IpeM:(p,q)c€dala)}}

Satz
Der nach der Potenzmengenkonstruktion aus dem NFA A konstruierte

NFA B ist vollstandig, deterministisch und dquivalent zu A. o



Beispiel Potenzmengenkonstruktion
gegeben: NFA A = ({a, b},{0,1,2},6,{0},{2}) mit
6(a) = {(0,1),(1,1)} und 6(b) = {(1,1),(1,2)}

Potenzmengenkonstruktion: NFA B = (X, Qg, dg, Iz, Fg) mit

Qs 29 = {0, {0}, {1}, {2}, {0, 1}, {0, 2}, {1.2},{0, 1,2}}
I {{0}}

Fe = {{2},{0,2},{1,2},{0,1,2}}

), ({0}, {1}), ({1}, {1}), ({1, 2}, {1}),

63(3) — { (@7@ }
({2},0), ({0,1},{1}), ({0,2},0), ({0, 1,2}, {1})

Sa(b) = {(W)),({0},@),({1},{1,2}),({1,2},{1,2}), }
({2},0), ({0,1},{1,2}), ({0, 2},0), ({0, 1,2}, {1, 2})

(rot: Einschrankung auf aus dem Startzustand erreichbare Zustinde)
Einschrankung isomorph zum DFA B’ = ({a, b},{0,1,2,3}, 4, {0}, {2})
mit 6(a) = {(0,1),(1,1),(2,1),(3,3)} und

§(b) = {(O> 3)’ (1’ 2)7 (2’ 2)’ (37 3)}

mit Isomorphismus h: Qg — {0,1,2,3} mit

h({0}) = 0, h({1}) = 1, h({1,2}) = 2, h(0) =3
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NFA fiir Spiegelung

Beispiel: DFA A = ({a, b},{0,1,2,3},04,{0},{2,3}) mit
da(a) = {(0,1),(1,3),(3,3)} und da(b) = {(1,2),(2,2)}

allgemeines Verfahren:
gegeben: NFA A = (X, Q, 5A7 IA, FA)
gesucht: NFA B mit L(B) = (L(A))F
Konstruktion: NFA B = (X, Q,dg, Ig, Fg) mit
1. Ig=Fap
2. Fg =14
3. Va€ X :0p(a) = da(a) "t ={(q,p) | (p.q) € da(a)}

Fakt
Der oben definierte NFA B akzeptiert die Sprache (L(A))F.

Die Menge REC(NFA) ist abgeschlossen unter Spiegelung.
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NFA fiir Komplement NFA-akzeptierbarer Sprachen

Beispiel:

vollsiéndiger DFA A = ({a,b},{0,1,2,3},6,{0},{2}) mit
d(a) =4{(0,1),(1,3),(2,2),(3,3)} und

5(b) = {(07 3)> (1’ 2)7 (27 2)7 (37 3)}

allgemeines Verfahren:
gegeben: vollstandiger DFA A = (X, Q,4,/, F)
(falls notwendig vorher Potenzmengenkonstruktion)

gesucht: NFA B mit L(B) = L(A)
Konstruktion: NFA B = (X, Q,d,1,Q\ F)

Satz
Der oben definierte NFA B akzeptiert die Sprache L(A).

Die Menge REC(NFA) ist abgeschlossen unter Komplementbildung.
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NFA fiir Vereinigung NFA-akzeptierbarer Sprachen

Beispiel: NFA A = ({a, b},{0,1},d4,{0},{0}) mit
da(a) = {(0,1),(1,0)} und da(b) =0

NFA B = ({a, b},{2,3,4},05, {2}, {4}) mit
dg(a) = {(2,3),(4,3)} und d(b) = {(3,4)}

allgemeines Verfahren:
gegeben: NFA A = (X, Qa,da, la, Fa) und
NFA B = (X, QB,(SB, /B, FB) mit QA N QB = (2)
(Zusténde disjunkt umbenennen, falls notwendig)
gesucht: NFA C mit L(C) = L(A) U L(B)
Konstruktion: NFA C = ()(7 QaU QB,0c,IaUlg, FAU FB) mit
Vae X :dc(a) =da(a) Udg(a)

Satz
Der oben definierte NFA C akzeptiert die Sprache L(A) U L(B).

Die Menge REC(NFA) ist abgeschlossen unter Vereinigung.
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NFA fiir Schnitt NFA-akzeptierbarer Sprachen

WH (deMorgan):
Fiir alle Mengen M, N gilt MNN = MU N

bisher: Konstruktionen fiir
1. NFA A — vollst. DFA A" mit L(A") = L(A)

2. vollst. DFA A — vollst. DFA A’ mit L(A") = L(A)
3. NFA A, B — NFA C mit L(C) = L(A) U L(B)

Zu gegebenen NFA A und B l3sst sich damit auch ein NFA C
konstruieren mit

L(C) = L(A) N L(B) = L(A) U L(B)

Die Menge REC(NFA) ist also abgeschlossen unter Schnitt.

Diese Konstruktion ist aber meist aufwendig. Es geht besser.
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Was bisher geschah

» Operationen auf Sprachen:

> Mengenoperationen U,N,\, ,A

» Sprachoperationen % o, *

> reguldre Ausdriicke RegExp(X):
IA: {e,0} U X C RegExp(X)
IS: VE, F € RegExp(X) : {E + F, EF, E*} C RegExp(X)
Die Menge aller reguldren Sprachen ist abgeschlossen unter U, o,*

» Grammatiken, Chomsky-Hierarchie
endliche Automaten: NFA A = (X, Q, 0,1, F)

» vollstandige, deterministische NFA

» Akzeptanz von Woértern durch NFA

> von NFA, DFA, akzeptierte Sprache L(A)

» Menge REC(NFA) aller NFA-akzeptierbare Sprachen
>

Zu jedem NFA existiert ein dquivalenter vollstandiger NFA.
(Vervollstindigung)

» Zu jedem NFA existiert ein dquivalenter (vollstandiger) DFA.
(Potenzmengenkonstruktion)

» REC(NFA) ist abgeschlossen unter Mengenoperationen U, ,N,\, A



DFA fiir Schnitt — Produktkonstruktion

Beispiel: DFA A = ({a, b}, {0, 1}, 4, {0}, {1}) mit

da(a) = {(0,0)} und da(b) = {(0,1),(1,1)}
DFA B = ({a, b}, {2,3}, 65, {2}, {3}) mit

d8(a) = {(2,3),(3,3)} und 4g(b) = {(3,3)}

allgemeines Verfahren:
gegeben: DFA A= (X, QA, (SA7 IA; FA), DFA B = ()(7 Q87 587 IB7 FB)
gesucht: DFA C = (X, Qc,éc, Ic, Fc) mit L(C) = L(A) N L(B)
Konstruktion: (Produktautomat)
DFA C = (X, Qa X QBa(SC,/A X Ig, Fa X FB) mit
Vae X: éc(a) ={((p,q),(r.s)) | (p,r) € da(a) A (q,5) € d8(a)}
Satz
Der oben definierte DFA C akzeptiert die Sprache L(A) N L(B).
Modifikation:
dieselbe Konstruktion des DFA C aus vollstandigen DFA A und B
» mit akzeptierenden Zustinden Fc = Fp X Fp
akzeptiert L(A) N L(B)

» mit akzeptierenden Zustinden Fc = (Fa X Qg) U (Qa X Fg)
akzeptiert L(A) U L(B)
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NFA mit e-Ubergangen
e-NFA: NFA ohne Einschrankung d(¢) = lq, stattdessen g C d(¢)
(zusatzliche Kanten im Automatengraphen mit Beschriftung ¢)
e-NFA vereinfachen oft die Modellierung von Sprachen und Abl3ufen.
Beispiel: A= ({a, b, c},{0,1,2},6,{0},{2}) mit
d(a) = {(0,0)}, 6(b) = {(1, 1)}, o(c) = {(2,2)}, o() = {(0,1), (1, 2)}
Akzeptanz von Woértern durch e-NFA analog zu NFA:
e-NFA A = (X, Q, 4,1, F) akzeptiert ein Wort w € X* genau dann, wenn
§*(w)n (I x F) # 0.

5% (w) = 6% (=) 0 6(wa) o 5" (£) 0+ 0 (=) 0 8 (wp) o 07 (<)
akzeptierender Pfad fiir w in e-NFA A:
GG i S Gk S G e 4
Der e-NFA A im Beispiel oben akzeptiert die Sprache L(A) = a*b*c*.

Fakt
Zu jedem NFA A existiert ein dquivalenter e-NFA B mit genau einem
Startzustand und genau einem akzeptierenden Zustand.
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Eliminierung der e-Uberginge aus e-NFA
d*(e) ist der transitive Abschluss der Relation §(¢)
e-Hiille eines Zustandes q € Q: H-(q) = {p | (g,p) € *(¢)}
allgemeines Verfahren:
gegeben: e-NFA A= (X, Q,4,/,F) mit 6(¢) 2 Ig
gesucht: NFA B ohne e-Uberginge mit L(B) = L(A)
Konstruktion (e-Eliminierung): B = (X, Q,d’,I', F) mit

" = |JH(q)

qel
Vae X: §'(a) = d(a)u{(p,d) I (p,q) €d(a) g € HAq)}

Satz
Der durch e-Eliminierung aus dem -NFA A konstruierte NFA B
enthilt keine e-Ubergange und ist dquivalent zu A.
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NFA fiir Verkettung NFA-akzeptierbarer Sprachen

Beispiel:
NFA A = ({a, b}, {0}, da, {0}, {0}) mit da(a) = 0 und da(b) = {(0,0)}
NFA B = ({a, b},{1,2,3}, 65, {1,3},{2}) mit
d8(a) = {(3,2),(3,3)} und d5(b) = {(1,2)}
allgemeines Verfahren:

gegeben: NFA A = (X, Qa,da, la, Fa) und

NFA B = (X, QB,55, IB, FB) mit QA N QB =10

gesucht: NFA C mit L(C) = L(A) o L(B)

Konstruktion (eines e-NFA C’, anschlieBend e-Eliminierung zu NFA C):
1. (A, =AA |FA/‘ = 1)2 e-NFA A’ = (X, QaU {fA}’dfM Ia, {fA}) mit
Vae X :6(a) =0a(a) und §)(c) = 0a(e) U{(q,fa) | g € Fa}

2. (B/ =BA |IBI‘ = 1): e-NFA B’ = (X, Qs U {SB},(sz, {SB}, FB) mit
Va e X : dg(a) = dg(a) und 05(e) = dp(e) U{(ss.q) | g € Is}

3. (O)I e-NFA C' = ()(7 QaUQgU {fA,sB},JC/, Ia, FB) mit
Vae X :dc/(a) =04(a)Udg(a), dcr(e) = d4(e)Udg(e) U{(fa,sB)}

Fakt
Der oben definierte e-NFA C' akzeptiert die Sprache L(A) o L(B).
Folgerung: Die Menge REC(NFA) ist abgeschlossen unter Verkettung.
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NFA fiir iterierte Verkettung
Beispiel: NFA A = ({a, b},{0,1,2,3},64, {0}, {3}) mit
5A(a) = {(07 1)7 (2’3)} und 5A(b) = {(172)}

allgemeines Verfahren:
gegeben: NFA A= (X, Q,da,/,F)
gesucht: NFA B mit L(B) = L(A)*
Konstruktion (e-NFA B’, anschlieBend e-Eliminierung zu NFA B):
1. (A/ =AAN |/A" = |FA/ = 1):
e-NFA A’ = (X, Qa U {SA7 fA}, 5 , {SA}, {fA}) mit
Vae X :¢d),(a) =0a(a) und
oa(e) = {(sa,9) g € 1a} U{(q.fa) | g € Fa}
2. (*) e-NFA B’ = (X, QaU {SA, fA},éB, {SA}7 {fA}) mit
Vae X :dp/(a) = 0/(a) und
(53/(8) = (514(8) U {(SA, fA), (fA, SA)}
Fakt
Der oben definierte e-NFA B’ akzeptiert die Sprache (L(A))*.

Folgerung: REC(NFA) ist abgeschlossen unter iterierter Verkettung.
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Abschlusseigenschaften der Menge REC(NFA)

REC(NFA) = REC(DFA) = REC(c-NFA)

Sind L und L’ NFA-akzeptierbare Sprachen, dann sind auch die Sprachen
> LUL (Vereinigung)
» L (Komplement)
» LN L (Schnitt)
» Lol (Verkettung)
» L", L* (iterierte Verkettung)

v

LR (Spiegelung)

NFA-akzeptierbar.

dieselbe Aussage kiirzer: REC(NFA) ist abgeschlossen unter
» Mengenoperationen: U, N, —,\, A

» Sprachoperationen o, *, R
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Regularer Ausdruck — NFA

Fakt
Jede durch einen reguldren Ausdruck definierte Sprache ist
NFA-akzeptierbar.

WH: REC(NFA) ist (u.A.) abgeschlossen unter U, o,

induktiver Beweis:

(Induktion iiber die Struktur des reguldren Ausdruckes)
IA L(D), L(¢) und L(a) fiir alle a € X sind NFA-akzeptierbar
IS sind L(E) und L(F) NFA-akzeptierbar, dann sind auch

E+F)=L(E)UL(F),

F)=L(E)o L(F) und

") = L(E)"

NFA-akzeptlerbar

(wegen Abgeschlossenheit von REC(NFA) unter U, 0, *)

(
L(
L(E:
L(E

Dieser Beweis enthilt ein Verfahren zur Konstruktion des NFA.

Beispiel: ab* + b
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DFA — regularer Ausdruck
Beispiel: A = ({a, b}, {1,2},4, {1}, {1}) mit
6(a) = {(1,2)} und 6(b) = {(1,1)(2,1)}
gegeben: DFA A= (X, Q,6,/,F) mit Q ={1,...,n} und | = {1}
schrittweise Konstruktion reguldrer Ausdriicke
(Dynamische Programmierung):

R(k,1i,j) beschreibt die Menge aller Warter, fiir die ein Pfad
von i zu j nur iiber (Zwischen-)Zustande < k existiert

. JHae X | (i,j)€d(a)} falls i #
RO.LJ) = {5+{36X | (i,j) € 5(a)} falls i = j

R(k+1,i,j) = R(k,i,j)+ (R(k,i,k+1)R(k k+1,k+1)*R(k, k+1,}))

Fakt
Fiir den so konstruierten reguldren Ausdruck E =3 ;. R(n,1,f)
gilt L(E) = L(A).
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NFA und regulare Ausdriicke

Schon gezeigt:

Fakt
Jede NFA-akzeptierbare Sprache wird durch einen regularen
Ausdruck definiert.

Fakt
Jede durch einen reguldren Ausdruck definierte Sprache ist
NFA-akzeptierbar.

Das ergibt zusammen:
Satz

Eine Sprache ist genau dann NFA-akzeptierbar (¢ REC(NFA)),
wenn sie regular (durch einen reguldren Ausdruck definiert) ist.

(REC(NFA) ist genau die Menge aller reguldren Sprachen.)

Folgerung aus Satz und Abschlusseigenschaften von REC(NFA):

Jeder erweiterte reguldre Ausdruck ist dquivalent zu einem
(einfachen) reguldren Ausdruck.
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Was bisher geschah

Chomsky-Hierarchie fiir Sprachen:

Lo Menge aller durch (beliebige) Grammatiken beschriebenen
Sprachen

L1 Menge aller monotonen (Kontextsensitive) Sprachen
L> Menge aller kontextfreien Sprachen

L3 = REG Menge aller reguldren Sprachen

> REC(NFA) = REC(DFA) = REC(c — NFA)
» REC(NFA) ist abgeschlossen unter U,n, ,o, * R

» REC(NFA) = Menge aller regulédren (durch reguldre
Ausdriicke darstellbare) Sprachen
(Konstruktion RegEx — NFA)



DFA-Minimierung

Ein vollstandiger DFA A heiBt genau dann minimal fiir die Sprache
L(A), wenn kein vollstandiger DFA B mit L(A) = L(B) und
weniger Zustianden als A existiert.

Beispiel: Ist der folgende vollstindige DFA minimal?
A= ({a, b},{0,1,2,3,4},6,{0}, {4}) mit

d(a) ={(0,1),(1,4),(2,3),(3,4),(4,4)} und

5(b) = {(0,2),(1,2),(2,2),(3,0), (4, 4)}

Idee (fiir vollstandigen DFA A = (X, Q,4,/, F)):

» fiir jedes Paar (p, q) von Zustdnden in Q:
Suche nach einem (kiirzesten) unterscheidenden Wort

» Zustande sind dquivalent, wenn kein unterscheidendes Wort
existiert

» Zerlegung von Q in Aquivalenzklassen von Zustinden

» diese Klassen sind die Zustande des minimalen DFA.
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Aquivalente Zustande in DFA
Ziel: Konstruktion eines minimalen DFA B mit L(B) = L(A)
zu gegebenem DFA A
Beispiel: A" = ({a, b},{0,1,2,3},6,{0},{3}) mit
d(a) = {(0,1)} und 4(p) = {(0,2),(1,3),(2,3)}
(vollstandig ?)
Definition:
Jedes Paar aus DFA A= (X, Q,6,/,F) und Zustand g € Q
definiert den DFA A, = (X, Q. 4,{q}, F)
und damit die Sprache L(A,) C X*
Zustinde p, g € @ heiBen genau dann
dquivalent in A (p ~4 q), wenn L(Ap) = L(Ag) gilt.
Beispiel (oben):
1 ~ A 2 , weil L(Al) = L(Az) = {b}
Ein Wort w € X* unterscheidet die Zustande p € Q und g € Q
(beweist p %4 q) gdw. w € L(Ap)AL(Aq)
Beispiel (oben): 1 4 3, weil € € L(A3) \ L(A1)
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Algorithmus zur Bestimmung aquivalenter Zustande

Fakt

Falls das Wort w € X* die Zustinde p’,q' € Q im

DFA A= (X, Q,9,1, F) unterscheidet und

fiir ein a € X gilt (p, p') € §(a) und (q,q’) € 6(a),

dann unterscheidet das Wort aw € X* die Zustinde p,q € Q in A.
Induktive Berechnung einer Folge T; von Mengen von unterscheidbaren
Zustandspaaren (als Zweiermengen):

{pdteT
Tii = Tiugip,qt|Jae X 3p'.qd €Q: | Alp p)e€d(a)
Ng.q') € 6(a)
(Ti: Menge aller durch ein w mit |w| < i unterscheidbaren Paare)
Fiir jeden vollstdndigen DFA A existiert ein n € N mit T, = Tp11.
Fiir jedes Paar {p,q} & T, sind p und g dquivalent in A.
Alternative Darstellung: Folge von Aquivalenzrelationen ~; C Q2 mit
p~igq gdw. VYweX*:|w <i—=(weA, < weA)

(auch als Folge der Zerlegungen in ~;-Aquivalenzklassen iiblich)
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Minimalautomat
gegeben: vollstindiger DFA A = (X, Qa, 04, la, Fa)
Beispiel: vollst. DFA A = ({a, b},{0,1,2,3,4},4,{0}, {4}) mit
d(a) ={(0,1),(1,4),(2,3),(3,4),(4,4)} und
3(b) = {(0,2),(1,2),(2,2),(3,0), (4,4)}
Minimalautomat fiir L(A):
DFA B = (X, Qs, 08, 15, FB) mit

Qs = {[q]a] g€ @} Aquivalenzklassen in A

Vae X:dg(a) = {([pla;[qal) | (p,q) € da(a)}
Ie = {ldlalqe€ la}
Fs = {lqlalq€ Fa}
Satz

Zu jeder NFA-akzeptierbaren Sprache L C X* existiert ein
(bis auf Isomorphie) eindeutiger vollstindiger DFA A mit L = L(A)
und einer minimalen Anzahl von Zustinden

(Minimalautomat fiir L).
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Entscheidung der Aquivalenz von NFA

Wiederholung: NFA A und B &quivalent gdw. L(A) = L(B)
Eingabe: NFA A, B
Ausgabe: 1 (ja), falls A und B &quivalent
0 (nein), sonst
Algorithmus:
1. Konstruktion vollstindiger DFA A’ und B’ mit
L(A") = L(A) und L(B') = L(B) (Potenzmengenkonstruktion),
2. Konstruktion der Minimalautomaten
A" zu A und B" zu B’

3. Test, ob A” und B” isomorph sind
(Isomorphietest fiir Graphen).

Fakt
Die NFA A und B sind genau dann aquivalent, wenn die
Automaten A” und B” isomorph sind.
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Entscheidung der Aquivalenz regularer Ausdriicke
Eingabe: Regulare Ausdriicke E, F
Ausgabe: 1 (ja), falls E und F dquivalent (L(E) = L(F))
0 (nein), sonst
Algorithmus:

1. Konstruktion der NFA Ag und Afr
mit L(Ag) = L(E) und L(Af) = L(F),

2. Konstruktion der DFA A und A% mit
L(AE) = L(E) und L(Ar) = L(F)
(Potenzmengenkonstruktion),

3. Konstruktion der Minimalautomaten
AL zu Ag und AY zu A

4. Test, ob AL und AZ isomorph sind
(Isomorphietest fiir Graphen)

Fakt

Die reguldren Ausdriicke E und F sind genau dann dquivalent,
wenn die Automaten A und A} isomorph sind.

Beispiel: (ab)Ta und a(ba)*ba
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Entscheidung der Aquivalenz von NFA

Wiederholung: NFA A und B &quivalent gdw. L(A) = L(B)
Eingabe: NFA A, B
Ausgabe: 1 (ja), falls A und B &quivalent
0 (nein), sonst
Algorithmus:
1. Konstruktion vollstindiger DFA A’ und B’ mit
L(A") = L(A) und L(B') = L(B) (Potenzmengenkonstruktion),
2. Konstruktion der Minimalautomaten
A" zu A und B" zu B’

3. Test, ob A” und B” isomorph sind
(Isomorphietest fiir Graphen).

Fakt
Die NFA A und B sind genau dann aquivalent, wenn die
Automaten A” und B” isomorph sind.

106



NFA und regulare Grammatiken

Beispiel: NFA A = ({a, b}, {0,1,2},0, {0}, {2}) mit
d(a) = {(0,1)} und 4(b) = {(1,0),(1,2)}

reguldre Grammatik G = ({S, B}, {a, b}, P, S) mit
P={S— aB,B — bS,B — b}

definieren beide die Sprache
L(A) = L(G) = L((ab)*) = {(ab)" | n € N\ {0}}

Satz
REC(NFA) = 3

dieselbe Aussage ausfiihrlicher:

Eine Sprache L C X* ist genau dann NFA-akzeptierbar, wenn

L\ {e} von einer reguldren Grammatik (Chomsky-Typ 3) erzeugt
wird.
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Konstruktion: regulare Grammatik — NFA
gegeben: reguldre Grammatik G = (N, X, P, S) (Chomsky 3)
Konstruktion: NFA A = (X, Q, 4,1, F) mit

Q = NU{f} mitf¢gN
I = {S}
F = {f}
fir jedesaec X: 9(a) = {(A,B)|(A— aB) € P}
U{(A,f) | (A— a) € P}

Beispiel: Konstruktion ergibt fiir die reguldre Grammatik
G =({S,B},{0,1},P,S) mit
P={5—0B,B—0B,B—15B— 0}

den NFA A= ({0,1},{S,B,f},6,{S},{f}) mit

5(0) = {(S. B), (B, B). (B, )} und 5(1) = {(B, S)}

Fakt (REC(NFA) C L3): Fiir den wie oben zur Grammatik G
konstruierten NFA A gilt L(G) = L(A).
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Konstruktion: NFA — regulare Grammatik
gegeben: NFA A= (X, Q,0,/,F)
Konstruktion: reguldre Grammatik G = (N, X, P, S) mit
N = QU{S} (mitS¢Q)

P = |J{p—aq|(p.q)ci(a)}

aeX

UU{5—>aq|EIseI:(s,q)65(a)}
UU{p—>a|3f€F:(p,f)€5(a)}

acX
Ul J{S—aldsel3feF:(sr)eda)}

Beispiel: A= ({a, b}, {0, 1,2}, 4, {0}, {2}) mit

5(a) = {(0,1), (1.2)} und 8(b) = {(1,1),(2, 1)}
konstruierte Grammatik G = ({S,0, 1,2}, {a, b}, P, S) mit
P={0—al,1—bl,1 —>a2,2—bl,S—al,1— a}

Fakt (£3 € REC(NFA)): Fiir die wie oben aus dem NFA A konstruierte
Grammatik G gilt L(G) = L(A) \ {e}.
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Ergebnisse iiber reguldre Sprachen

Fiir jede Sprache L C X* sind die folgenden Aussagen dquivalent:

» [ = L(E) fur einen reguldren Ausdruck E.

» [ hat den Chomsky-Typ 3.

> Es existiert eine regulire Grammatik G mit L\ {¢} = L(G).

> Es existiert eine regulire Grammatik G mit e-Regel und L = L(G).
» [ ist NFA-akzeptierbar.

> Es existiert ein vollstindiger DFA A mit L = L(A).

Die Menge aller Sprachen vom Chomsky-Typ 3 ist abgeschlossen unter

» Mengenoperationen: U, N, —,\, A

» Sprachoperationen: o, *, R



Algorithmische Lésungen fiir reguldre Sprachen
alle Sprachen in Eingaben endlich beschrieben, z.B. als NFA

Wortproblem Eingabe: (L, w),
Ausgabe: ja, falls w € L, sonst nein
(Suche nach mit w markiertem Pfad im
Automatengraphen)
Leerheit Eingabe: L, Ausgabe: ja, falls L = (), sonst nein
(Erreichbarkeit akzeptierender Zustande in NFA fiir L)
Vollstandigkeit Eingabe: L, Ausgabe: ja, falls L = X*, sonst nein
(Erreichbarkeit im Automaten fiir L)
(Un-)Endlichkeit Eingabe: L, Ausgabe: ja, falls L (un-)endlich, sonst nein
(Suche nach einem akzeptierenden Weg mit Schleife)
Inklusion Eingabe: Ly, Ly,
Ausgabe: ja, falls L; C L,, sonst nein
(Test LiNnLly, = @)
Gleichheit Eingabe: Ly, Ly,
Ausgabe: ja, falls L; = Ly, sonst nein
(isomorphe Minimalautomaten oder Test L1 AL, ~ 0)
Disjunktheit Eingabe: Ly, Ly,
Ausgabe: ja, falls Ly N Ly = (), sonst nein
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Anwendung von NFA und reguldren Sprachen

» Modellierung vom Verhalten von Zustandsiibergangssystemen,
z.B.

» reale Gerdte und Anlagen
» Softwaresysteme
Uberpriifung, ob Zustandsiibergangssystem bestimmte
Anforderungen erfiillt
» Beschreibung der Syntax von Programmiersprachen z.B.

» endlicher Mengen (z.B. Mengen aller Schliisselworter)
» Folgen von Zeichen und Zeichenketten
» Zahlendarstellungen

> lexikalische Analyse im Compiler

v

Suche nach Zeichenketten in Texten (string matching)

> Textverarbeitung, z.B. Wortvervollstandigung

112



	Überblick
	Einordnung
	Inhalt
	Organisation
	Teilgebiete
	Literatur

	Wörter und Sprachen (WH)
	Alphabet, Wort, Sprache
	Operationen und Relationen auf Sprachen

	Reguläre Ausdrücke
	Syntax
	Semantik
	Äquivalenz

	Interessante Fragen für Sprachen
	Wortersetzungssysteme
	Definition
	Ableitungen und Ersetzungsrelation

	Grammatiken
	Motivation
	Definition
	Chomsky-Hierarchie

	WH: Abzählbarkeit
	Endliche Automaten
	Definition NFA
	Isomorphie von NFA
	Übergangsrelation
	NFA-Akzeptanz
	Äquivalenz von NFA

	REC(NFA) = REC(DFA)
	NFA zu Sprachoperationen
	Spiegelung
	Komplement
	Vereinigung
	Schnitt

	DFA für Schnitt
	Epsilon-NFA

	NFA zu Sprachoperationen
	Verkettung
	Iterierte Verkettung
	Abschlusseigenschaften

	Reguläre Ausdrücke und NFA
	RegEx nach NFA
	DFA nach RegEx
	Äquivalenz von Zuständen
	Minimalautomat
	Äquivalenz von NFA
	Äquivalenz regulärer Ausdrücke
	Äquivalenz von NFA

	Reguläre Grammatiken und NFA
	NFA und reguläre Grammatiken
	Zusammenfassung REG


