Was bisher geschah

>
>

biologisches Vorbild neuronaler Netze und Lernvorginge darin
kiinstliche Neuronen (mit biniren Ein- und Ausgéngen):

» McCulloch-Pitts-Neuron (ohne Eingangsgewichte)
» Schwellwertneuron (mit Eingangsgewichten)
Feed-Forward-Netze
gerichteter Graph mit Kantengewichten (Matrix)
(parallele und sequentielle Berechnung)
Verwendung kiinstlicher neuronaler Netze:
» Lernphase (aufwendig, aber nur einmal auszufiihren)
» Einsatzphase (schnell, wird oft ausgefiihrt)

Lernverfahren:
> (iberwacht

» korrigierend, z.B. durch A-Regel
> bestirkend

» uniiberwacht

iiberwachtes Lernen eines Schwellwertneurones durch
schrittweise Anderung der Gewichte (A-Regel)
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Approximation von Funktionen

gegeben: Menge von Trainingspaaren {(x(1), t(M) .. (x(¥) ¢(k))}
k Stiitzstellen und Werte an diesen Stiitzstellen
(z.B. Messwerte)

Ziel:

Konstruktion eines KNN zur Approximation dieser Funktion durch
» lineare Funktionen
» Stufenfunktionen

> komplexere Funktionen
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Quadratischer Fehler

Approximation einer Menge von Trainingspaaren
(Funktionswerte an Stiitzstellen)
durch Funktion gegebenen Typs (z.B. linear)

» Trainingsmenge liefert Stiitzstellen:
(Xits -+ Xums ) keqa,.. my

» approximierende Funktion f : R" — R

> Fehler an der Stiitzstelle (xk1, - .., Xkn):
te — F(Xk1, - -5 Xkn)
» quadratischer Fehler an der Stiitzstelle (xk1, ..., Xkn):

E. = (tk — f(Xkl, - 7X/<,,))2

» quadratischer Gesamtfehler (Summe iiber alle Trainingspaare /
Stiitzstellen):

E = Z(tk—kal,.. an))

Trainingsziel: Minimierung des quadratlschen Fehlers
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Beispiel
Bestimmung der Parameter m, n einer Geraden y = f(x) = mx + n aus
einer Menge gegebener (ungenauer) Trainingspaare (x, t), z.B.:

{(1,10),(2,7),(4,5), (5, 1)}
(ganz einfaches) Ein-Schicht-FFN:
» ein Eingang xy, ein Bias-Neuron xg
> ein Ausgangsneuron y
» Gewichte: wo = n,w; = m
Funktionen des Ausgabeneurons y:
» Eingangsfunktion /: gewichtete Summe nxg + mx; = mxy +n
» Aktivierungsfunktion A: ldentitét (linear)
» Ausgangsfunktion O: ldentitat

Dieses Netz berechnet die Funktion

f(x) = O(A(I(x1))) = I(x1) = mxy +n

Ermittlung der Parameter m, n durch Training des Netzes (A-Regel)
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Methode der kleinsten Quadrate

direkte Berechnung mit Hilfe der partiellen Ableitungen nach m und n
I I
E= Z k—ka ZZZ(tk—ka—n)z
k=1 k=1

partielle Ableitungen nach m und n:
OE ’
— > (=2) (te — mxic — n) xi

om
k=1

! i /
-2 (Z tuXkx — mZx,f — ank>
k=1 k=1 k=1
OF /
o = > (=2) (te — mxi — n)

k=1

! !
= =2 (Z tx — mZxk — n/>
k=1 k=1

78



Bestimmung der Parameter

Im Minimum von f sind alle partiellen Ableitungen 0.
Das ergibt ein lineares Gleichungssystem fiir m und n:

I I I
Zthk—mZX,f—ank =0
k=1 k=1 k=1
I I
Ztk—mZxk—/n =0
k=1 k=1

mit den Lésungen

/ /
Dokmr e — MDY g Xk
/

ISy tkXk — (Z’kzl fk) (Zlkzl Xk)
22:1 X = (ZL:l Xk)z

im Beispiel m=—-2,n=47/4
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Berechnung der Gewichts-Verschiebungen

Ziel:
Minimierung des Fehlers durch schrittweise Verschiebung des
Gewichtsvektors

Methode: Gradientenabstiegsverfahren

Verschiebung des Gewichtsvektors in Richtung des steilsten
Abstieges (entgegen dem steilsten Anstieg) der Fehlerfunktion (als
Funktion der Gewichte)

steilster Anstieg: Gradient (partielle Ableitungen)

Gradientenabstiegsverfahren fiihrt oft, aber nicht immer zu einem
geeigneten (globalen) Minimum der Fehlerkurve,
endet mitunter in lokalem Minimum

Voraussetzung: Fehlerfunktion ist differenzierbar
zur Anwendung in KNN: differenzierbare Aktivierungsfunktion
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Sigmoide Aktivierungsfunktion

differenzierbare Approximation der Stufenfunktion:
sigmoide Funktion

+ iberall differenzierbar
Ableitung im Punkt x:

in jedem Punkt eindeutige Abstiegsrichtung

- erreicht die Werte 0 und 1 nie,
Toleranzbereiche notwendig, so entstehen Ungenauigkeiten
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Aktivierungsfunktion RelLU
(Rectified Linear Units)

Vx € R : A(x) = max(0, x)

*=070x

= -1 o 1 E 3 a s

+ einfach (schnell) zu berechnen
fast iiberall differenzierbar
Ableitung: Stufenfunktion, 0 bei x < 0, 1 bei x > 0,
in jedem Punkt x > 0 eindeutige Abstiegsrichtung

- Problem: Ableitung nicht definiert bei x =0
(aber praktisch nicht relevant)
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Beispiel

(ganz einfaches) Ein-Schicht-FF-Netz: ein Neuron mit
» einem Eingang x € R,
» einem Gewicht w € R,
» Eingabefunktion /(x) = wx (gewichtete Summe)
» verschiedene Aktivierungsfunktionen A: R — R
» Ausgabefunktion: O(x) = x

berechnet eine Funktion f : R — R mit

y = f(x) = O(A(I(x))) = A(wx)
quadratischer Fehler fiir ein Trainingspaar (x, t):

E(w) = (t—y)* = (t = f(x))* = (t = A(wx))?

Ableitung der Fehlerfunktion nach dem Eingangsgewicht w:

OEW) _ By = 2(t — A(w) A (wx) = 2(¢ — A(w)) A (w)
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Beispiel mit identischer Aktivierungsfunktion

y = f(x) = O(A((x))) = A(wx) = wx

quadratischer Fehler:
E(w) = (t — y)? = (t — A(wx))? = (t — wx)?

Ableitung nach w:

ow

Gewichtsianderung:

Aw = —n’agf/vw) =n(t—y)x (A-Regel)
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Beispiel mit sigmoider Aktivierungsfunktion

1

y = f(x) = O(A(I(x))) = A(wx) = 11 e wx

quadratischer Fehler:

E(w) = (t —y)* = (t — A(wx))?

Il
N
~
|

[y
_|_
|
|
N
S~
N

Ableitung nach w:

OE(w)
ow

= —2(t — A(wx))A" (wx) = =2(t — y)y(1 — y)x

Gewichtsanderung:

HE(w)

Aw = N = n(t—y)y(1—y)x

(Backpropagation-Regel fiir die Ausgabeschicht)
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Allgemeines Ein-Schicht-FF-Netz
Ein-Schicht-FF-Netz mit
» Eingingen x € R™,
» Ausgidngen y € R",
» Gewichtsmatrix W € R™*"
(Gewicht w;j; zwischen Eingang i und Ausgang j),
> Eingangsfunktion /(x) = "7, xiwj;
(gewichtete Summe der Eingédnge am Neuron j, Skalarprodukt
von x mit Spalte j der Gewichtsmatrix W)
» Ausgangsfunktion O(x) = x (ldentitat)
berechnet eine Funktion f : R™ — R” mit

Yj = fxa, ..., xm) = O(A(/(x1;. .., xm))) = A (inwij)

quadratischer Fehler fiir ein Trainingspaar (x,t) € R™ x R":

E=) (—y)=) (fj —A (in%'))
j=1 i=1

j=1
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Gewichtsanderungen
quadratischer Fehler fiir ein Trainingspaar (x,t) € R™ x R":

E=Y (5-y)=) (fj —A (ZXiWa'))
j=1 i=1

j=1

Ableitung nach w;;:

OE  OE dy;  OEOA(I(x1,---,xm)) Ol(x1, - - - Xm)

ow; 8iyjaw,-j ~dy; Ol(x1,. ..y Xm) ow;j
_ . X 8/4(/()<17"’7)(m))
= (5=y) O(x1, -y Xm) Xi

Gewichtsanderungen:

OE OA (D1 xiwjj
Awjj = T n(t; — ;) (2im 2iv%5)

owj;
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Beispiele

identische Aktivierung A(x) = x

OA (X7Ly xiwy) _ O3y xiwy _

6W,‘j (9W,'j -

OE
Aw; = N By = n(t; — y;)xi  (Delta-Regel)

sigmoide Aktivierung A(x) = H%

0A (2:11 XiWiJ')

6Wij :yj(l _yj)Xi
OE
Awy == g =t =iyl = )
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Mehrschicht-FFN

» Eingabeschicht x
> versteckte Schichten z(1), ..., z(")

» Ausgabeschicht y

gewichtete Verbindungen zwischen

» x und z(M)

> fiir alle j € {0, ..., n;} zwischen z() und z(" 1)

> z(" und y
Darstellung der Gewichte zwischen benachbarten Schichten als
Matrizen

(nur relevante Blocke der gesamten Gewichtsmatrix)
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Backpropagation in FFN
(Bryson, Ho 1969, Rummelhard, McClelland 1986)

Ziel: Geeignete Modifikation aller Gewichte im FFN zur
Verrringerung des Gesamtfehlers

Idee:

» Betrachte jedes Gewicht w,, als Eingangsgewicht des
Teilnetzes zwischen Neuron v und Netz-Ausgangen

> Netzeingabe in dieses Teilnetz ist w,, 0, mit Netzausgabe o,
des Neurons u

> partielle Ableitung % = 0,0, mit Fehleranteil
Sy =o,(1—o0y) Zp Wypdp, Wobei p iiber alle direkten
Nachfolger von v lduft
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Backpropagation-Training

in jedem Schritt 2 Durchldufe des FFN:

Vorwarts-Schritt: Berechnung der Netzausgabe
Speichern der Netzausgabe o, in jedem Neuron u
Speichern der Ableitung der Netzausgabe o,(1 — o)
in jedem Neuron u

Riickwéarts-Schritt: Berechnung des Fehleranteils ,, jedes Neurons
aus den Fehleranteilen aller Nachfolger-Neuronen

0y = oy(1 —ou) Zp WyuOp,
Speichern der Fehleranteile §,, in jedem Neuron u

danach Anpassung aller Gewichte um Aw,, = —no,d,
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Zwei-Schicht-Feed-Forward-Netz — Beispiel
(ganz einfaches) Zwei-Schicht-Feed-Forward-Netz:
» Eingabe: ein Neuron x
keine gewichteten Eingange
Eingangs-, Aktivierungs- und Ausgangsfunktion: Identitat
> versteckte Schicht: ein Neuron h
ein gewichteter Eingang (von x, Gewicht wp)
Eingangsfunktion: gewichtete Summe, hier nur wy,x
Aktivierungsfunktion: sigmoid Ap(v) = H%
Ausgangsfunktion: Identitat
> Ausgabe: ein Neuron y
ein gewichteter Eingang (von h, Gewicht wy,)
Eingangsfunktion: gewichtete Summe, hier nur wy, h
Aktivierungsfunktion: sigmoid
Ausgangsfunktion: Identitat
Netz berechnet die Funktion f : R — R mit

F(x) = £, (fa(x)) = Oy (Ay (I, (On(An(In(x))) = Ay (Why An(winx))
(Verkettung von Funktionen)
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Backpropagation-Methode — Beispiel
Backpropagation-Schritte fiir ein Trainingspaar (x, t):

1. Vorwiérts-Schritt: Funktionskomposition
schichtweise Berechnung der Neuronen-Ein- und -Ausgaben

» Berechnung der Ein- und Ausgaben jedes Neurons aus der
Eingabe x
on = On(An(In(x)))) = o=
oy = Oy(Ay(Iy(h)))) = ﬁ

» Berechnung der Netzausgabe y = o,

> Berechnung des Fehlers E = (y — t)?

2. Riickwarts-Schritt: Multiplikation
schichtweise Berechnung der anteiligen Fehler §,,0, nach
Gradientenabstiegsverfahren

» Ausgabeschicht y:
oy = _aaiAEy = (t - Oy)A; = (t —oy)o,(1 — o))
» versteckte Schicht h: 6, = §, wpyon(1 — op)

3. Aktualisierung der Gewichte
Aw,p, = 1ndpx, Awyy, = 10,0,
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Allgemeine Mehr-Schicht-Feed-Forward-Netze

FEN mit k Schichten s € {0, ..., k} zu je ns Neuronen und
Gewichten WI.S-S) zwischen Ausgang des Neurons i der Schicht s — 1
und Eingang des Neurons j der Schicht s

k Gewichtsmatrizen W* € R™-1 x R

Verallgemeinerung der Backpropagation-Methode auf
» Parallelitdt (mehrere Neuronen je Schicht)

» Vorwadrts-Schritt: Addition mehrerer Eingaben
» Riickwarts-Schritt: partielle Ableitungen

» Kantengewichte: Multiplikation (beide Richtungen)

» mehrere versteckte Schichten:
mehrere Vorwarts- und Riickwartsschritte
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Backpropagation-Lernen allgemein

» Instanziierung aller Gewichte mit kleinen zufalligen Werten

» BP-Verfahren fiir eine Epoche:

» BP-Verfahren fiir jedes Traingsmuster (x, t):
> Vorwirtsschritt (Ausgabe-Berechnung):
fiir jede Schicht s (Beginn bei Eingabeschicht):
Berechnung der Vektoren z(® = /(y*~Y) und
y = A(z®)) = A(I(y©*~V)) fiir jedes Neuron der Schicht s
> Riickwartsschritt (Gewichtsdifferenzen):
fiir die Ausgabeschicht k:
Berechnung des Vektors d¥) = (t — y*))y (1 — y ()
fiir jede Schicht s (Beginn bei letzter versteckter Schicht
k—1):

Berechnung des Vektors dj(s) =y (1 -y Z"(SH) S5 Wi

J m=1

fiir jedes Neuron j der Schicht s
» Aktualisierung aller Gewichte: WI-J(-S) = W,-J(-s) + ndj(s)y,-(s)
danach weiter mit nichstem Trainingsmuster (x',t)
danach weiter mit nachster Epoche

» Ende, falls erreichte Anderung des Fehlers klein (unter einer
Schranke)
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Backpropagation-Lernen mit Tragheit

zur Vermeidung von
» Oszillationen in ,,Schluchten” und

» Abbremsen auf Plateaus

W (s) . =(1+ a)w(s) + nd(s) (s)

mit Tragheit «

96



Anwendung von FFN mit Backpropagation

KNN zur Muster-Klassifikation

Klassifikation von Eingabemustern, z.B.

>

>
>
>

v

optische Zeichenerkennung
(z.B. Buchstaben, abstrahiert von Schriftart)

Erkennung akustischer Signale (z.B. Stimmen)
englische Ausspracheregeln (NETTALK)

Datenkompression (Eingabe = Ausgabe, Code in der
versteckten Schicht)

Vertrauenswiirdigkeit von Bankkunden (Risikoklassen)
Vorhersage (Wetter, Aktienkurse)

bisher: Boolesche Funktionen
(Klassifikation von Eingabevektoren nach
Ausgabe-Wahrheitswerten)
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Qualitat von BP-Netzen

gute Generalisierung:
KNN klassifiziert die meisten neuen Eingabemuster einer
Testdatenmenge (nicht aus der Trainingsmenge) richtig
abstrahiert von kleinen Abweichungen
abhingig von

» Netzarchitektur (nicht zu viele versteckte Neuronen)

» Auswahl der Trainingsmenge

Problem:
ibertrainierte Netze kennen die Trainingsmenge ,,auswendig”
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Rekurrente Netze: Motivation
Ziel: Nachnutzung von Informationen aus vorangegangenen
Schritten, z.B. zur
P> Reprasentation zeitlicher Folgen von Mustern
P Zeitreihenanalyse und -voraussage
» Erkennung von Sitzen (Grammatik)
» Verarbeitung von Mustern variabler Langer (betrachtet als
Sequenzen)
mogliche Ansatze

> gleitendes Zeitfenster:
FFN mit n Eingabeneuronen
Eingabemuster enthalt Informationen aus n vorangegangenen

Schritten
Nachteil: beschrankte Breite des Zeitfensters

» Erkennen ,entfernter” Abhangigkeiten schwierig
» viele Eingabeneuronen nétig

» rekurrente KNN
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Wiederholung: allgemeine KNN

Netzstruktur (Topologie):
gerichteter Graph G = (V, E) mit
» endliche Menge V = {v1,...,v,} von Knoten (Neuronen)
evtl. einige als Eingabe- bzw. Ausgabeneuronen
gekennzeichnet (nicht notwendig)

» Menge E C V x V von (gewichteten) Kanten

eine Gewichtsmatrix RV*V fiir alle mdglichen Verbindungen
zwischen Neuronen

100



Rekurrente KNN

Netze mit Kanten zwischen beliebigen Neuronen
erlaubt Nachnutzung von Ausgaben aus vorangegangenen Schritten
Représentation zeitlicher Folgen von Mustern

Idee:
aktuelle Ausgaben als Eingaben im ndchsten Schritt nutzen

»Kurzzeitgedachtnis*

Netzstruktur:
» analog Feed-Forward-Netz

» zusatzliche Neuronen und Kanten fiir Riickkopplung
(Informationsspeicherung bis zum folgenden Schritt)
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Beispiel

zwei McCulloch-Pitts-Neuronen u, v

Eingang x € {0,1}

Ausgang y € {0,1}

erregende Kanten: (x, u), (x,v), (u, u), (u,v),(v,y)
hemmende Kanten (v, v), (v, u)

Schwellwerte 8, =1, 6, =2

vVvvyVvVvTyy
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Zustand rekurrenter Netze

Zustand eines neuronalen Netzes (zeitverdnderlich)
Aktivierung aller Neuronen:
Zuordnung S: Neuron — R

(evtl. geniigen Kontextneuronen)

Ubersetzung in Zustandsiibergangssysteme
(endliche Automaten)

Zu jedem NFA existiert ein rekurrentes Netz mit
McCulloch-Pitts-Neuronen, welches dieselben Zustandsiiberginge
simuliert.
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Mathematisches Modell: Rekursion

Wiederholung: KNN als Berechnungsmodell

FFN als Berechnungsmodell:
» parallele Berechnung (in den Neuronen einer Schicht)

» sequentielle Berechnung (in miteinander verbundenen
Neuronen benachbarter Schichten)
Nacheinanderausfiihrung von Funktionen

rekurrentes Netz als Berechnungsmodell:

» mehrmalige Nacheinanderausfiihrung einer Funktion (ohne
Abbruchbedingung)
Berechnung einer rekursiven Funktion
(Fixpunkt)
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»Entwirrung” rekurrenter Netze

Idee:

» Verarbeitung von Eingaben zu Ausgaben eines Neurons kostet
einen Zeitschritt

> fiir jeden Zeitschritt eine Kopie aller Neuronen und Kanten
dazwischen,

» Ersetzung der Riickwartskanten durch Vorwartskanten zur
nachsten Kopie.

In diesem expandierten Netz ist Lernen der Vorwartskanten durch
Backpropagation-Verfahren moglich:

» Durchlauf jeder Netz-Kopie ist ein Zeitschritt,

» Lernen durch Backpropagation des entwirrten KNN
(Backpropagation through time)
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Jordan-Netze
Idee: Nachnutzung der Netzausgaben
Netz-Topologie:

>
>

Feed-Forward-Netz mit trainierbaren Vorwartskanten,

fiir jedes Ausgabeneuron ein zusatzliches Kontextneuron in der
Eingabeschicht

(zur Speicherung der Netzausgaben)

Aktivierungsfunktion: Identitat

zusatzliche Verbindungen von jedem Neuron der Ausgabeschicht zu
seinem Kontextneuron mit

festen Gewichten A (meist A = 1),

Speicherung der Ausgaben

evtl. direkte Verbindungen von jedem Kontextneuron zu sich selbst
mit festem Gewicht y
(zur weiteren Speicherung der Netzausgaben)

zusatzliche Verbindungen von jedem Kontextneuron zu jedem
Neuron der ersten versteckten Schicht mit

trainierbaren Gewichten,

(zur Verwendung der gespeicherten Ausgabe im Folgeschritt)
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Jordan-Netze: Berechnung

Beispiel: Eingang = gewichtete Summe, Aktivierung = Identitét,

x(t) — Netzeingabe zum Zeitpunkt ¢

S(t) — Zustand (Aktivierung der Kontextneuronen) zum Zeitpunkt t
Ausgabe: y(t) = f(x(t), S(t))
(Zustands-)Ubergangsfunktion: ~ S(t + 1) = g(x(t), S(t))

Zustand des Netzes nach mehreren Schritten (Schritt fiir gesamtes Netz),

beginnend im Startzustand Sq

- So falls t =1
S(t) = { ¥S(t—1)+Ay(t—1) fallst>1
t—1
= IS+ A A" y(t—n)
n=1

t—1
Spezialfall So=0und A=1:  S(t)=> 7" 'y(t—n)
n=1

exponentiell gewichtete Summe aller bisherigen Netzausgaben
v € [0, 1] steuert ,,Erinnerungsvermégen” des Netzes



Elman-Netze

Idee: Nachnutzung der Aktivierung der versteckten Neuronen
Netz-Topologie:
» Feed-Forward-Netz (z.B. SRN 3-Schicht-FFN)

> fiir jedes versteckte Neuron ein zusatzliches Kontextneuron in
der vorigen Schicht
(zur Speicherung der Aktivierung)
Aktivierungsfunktion: ldentitat

» zusitzliche Verbindungen von jedem versteckten Neuron zu
seinem Kontextneuron mit festem Gewicht 1
Speicherung der Aktivierung aller versteckten Neuronen

» zusatzliche Verbindungen von jedem Kontextneuron zu jedem
Neuron der Schicht des Originalneurons mit
trainierbaren Gewichten,
(zur Verwendung der gespeicherten Aktivierung im
Folgeschritt)
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