Was bisher geschah

>

digitale Bilder

» Funktion B : pos — col
> Matrix B € colP®®

» statistische Merkmale (Bildanalyse)

» Punktoperationen f : coly — cols (Farbtransformation)

v

vV v v v Vv Y

Geometrische Operationen f : pos; — pos,
(Koordinatentransformation)

Interpolation der Intensitaten

1D- und 2D-Signale (analog, diskret)

Digitalisierung (Abtastung) von 1D- und 2D-Signalen
Alias-Effekte

Faltung von 1D- und 2D-Funktionen (analog, diskret)

Wiederholung Fourierreihen
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Fourierreine (1D) — Wiederholung

Darstellung von (periodischen) Funktionen f : R — R

als Linearkombination (gewichtete Summe)

periodischer zueinander orthogonaler ,Standard”-Funktionen

mit Perioden py = 27% fiir Periode p von f und alle k € Z.

FUr Fourierreihen trigonometrische Funktionen mit Periode 27
cos gerader Anteil
sin ungerader Anteil

VX e R f(x) = % + 3" (ak cos (kx) + bysin (kx))
k=1
mit Koeffizienten ax, by € R

1 on 2T
ax = / f(x) cos(kx)dx (insbesondere ag = 1/ f(X)dX>
0 mJo

™

by = 1/27rf(x)sin(kx)dx
0

s
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Komplexe Darstellung
Transformation von Linearkombinationen reellwertiger
trigonometrischer Funktionen in C-wertige Funktionen
mit Hilfe der Eulerschen Formel:

VxeR:e* = cos(x)+isin(x)
e® = cos(kx) + isin(kx)
e ™ = cos(kx) — isin(kx)

Darstellung von f : R — R als Fourier-Reihe:
VxeR: Z cxe™

mit den Fourier-Koeffizienten
_ ap/2 falls k =0
f(x)e~™dx ={ (ax—ibx)/2  falls k >0
(a_x —ib_g)/2 fallsk <0

1 27

Ck = —
K 27T0
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Fourier-Reihen periodischer Funktionen (1D)
f: R — R stlickweise stetig und periodisch, d.h.

dJpeRVXeRVNneZ: f(x)=f(x+ np)
Darstellung von 7 : R — R als Fourier-Reihe: Vx € R :

)= (ak cos (27;kx> + byisin <27;kx>> _y <Ckei27;7kx

kKeZ keZ
mit den Fourier-Koeffizienten Vk € 7 : ¢, € C mit

1 [P _jemhx 1 [P/2 _jomhx
Ck = / f(x)e " r dx:/ f(x)e " 7 dx
P Jo P J_ps2

Grundfrequenz von f: f, = 1/p
cx # 0 gdw. Frequenz k/p kommt in f mit Amplitude |ck| vor
(diskretes) Fourier-Spektrum von f:
c:%—CmitVk e Z : c(k) =cx (Folge (¢k)kez)
anschaulich:

» f hat einen Frequenzanteil k/p gdw. ¢, # 0

> |ck| ist die Amplitude des Frequenzanteils k/p

)
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Fourier-Transformation nicht-periodischer Funktionen
Idee: wachsende Periodenlange — geringere Frequenz
Grenzlbergang von diskreten Frequenzen 27k /p € R
zu kontinuierlichen Frequenzen u € R
Falls zu einer (nicht notwendig periodischen) Funktion
f: R — R fur jedes u € R das Integral

/ f(x)e~ "™ dx
R

existiert,
Fourier-Transformation F : RE — C® mit

VueR: (F(f))(u):/Rf(x)e_"“de

F(f) hei3t die Fourier-Transformierte von f
(kontinuierliches Fourier-Spektrum)
inverse Fourier-Transformation F~! : CR — REF

Wx € R : (F(d))(x) —/ d(u) e dlu
R
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Diskrete Fourier-Transformation (1D)
gegeben: f : pos — R mitpos = {0,...,m—1}
Idee:

periodische Fortgesetzung von f auf Z
(mit Periode m, Frequenz 1/m)

diskrete Fourier-Transformation von f : pos — R (1-DFT):
F : RP°S — PO mit

_x

m—
vue{0,....m—1}: F(f f(k)e~2miku/m
k=0

inverse Fourier-Transformation von g : pos — C:
F~1: CPOS — RPOS mit

m—1

Vx €{0,...,m—1}: F(g)(x) =) _ g(k)e®™/m
k=0
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Eigenschaften der 1D-DFT

1D-DFT F : RPS — (PO

m—1

F((x) = Y f(k)e 2™

k=0

far alle f : pos — R qilt:
> F(f)(x) = F(f)(—x) (symmetrisch)
> |F(H(X)| = [F(H(~x)|
» F(f)(x + m) = F(f)(x) (unendlich periodisch)
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Diskrete Fourier-Transformation (2D)
gegeben: f : pos - R mitpos ={0,...,m—1} x{0,...,n—1}
periodische Fortgesetzung von f auf 7?2

diskrete Fourier-Transformation von f : pos — R (2-DFT):
F : RPS — CP°S mit

m—1n—1

V(ux, uy) € pos : F(f)(uy, uy) = Z Zf (x, y) e 2ritxux/myuy/m)
x=0 y=0

inverse Fourier-Transformation von g : pos — C:
F~1:CPoS — RPS mit

m—1 n—1

V(ux, Uy) € pos : F~1(g)(ux, uy) = Z Zg (x, y)@2mitxts/myuy /)
x=0 y=0
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Fourier-Spektren (2D)

Fourier-Transformation F ;: RP°® — CP° mit

m—1 m—1
V(ux, uy) € pos : F(f)(ux, uy) = Z Z F(x, y) e 2miixus/m-+yuy /)
x=0 y=0

Fourier-Spektrum: Matrix S(f) € IRP° mit

v(x,y) € pos : S(f)(x,y) = |F(f)(x, y)|
Leistungs-Spekirum: Matrix L(f) € RP°S mit

¥(x,y) € pos : P(f)(x,y) = |F(f)(x,y)I?
Phasen-Spektrum: Matrix ¢(f) € IRP°® mit

V(x,y) € pos : ¢(f)(x,y) = tan”" @
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Eigenschaften der 2D-DFT

Fourier-Transformation F : RP°® — CP° mit

m—1 m-1

V(ux, uy) € pos : F(f)(ux, uy) = Z Z f(x, y)e2rixux/m+yuy/n)
x=0 y=0

Far alle Funktionen f : pos — R gilt:
» F(f)(0,0) = max(f) (mitunter auch avg(f), je nach Faktor)
» F(f)(x,y) = F(f)(—x, —y) (symmetrisch)
> [F(N(x,Y)| = |F(F)(—x, ~y)|
» Vf,g:pos — RVa,beR:
F(af + bg)(x,y) = aF(f)(x,y) + bF(g9)(x, y) (linear)

F((x+m,y+n)=F(f)(x+m,y)=F(f)(x,y +n) =
F(f)(x,y) (unendlich periodisch in beide Richtungen)

103



DFT von Bildern
Bild B € colP®®
Fourier-Transformierte F(B) €
v(x,y) € pos: F(B)(x,y) =
mit

Ortsfrequenz F(B)(x,y) € C
Spektrum |F(B)(x,y)| € R

Phase ¢(x,y) = tan~" (

pos

m—1 m—1

Z Z B(X’y)e—27ri(xux/m+yuy/n)

x=0 y=0

Q(F(B)(XJ))) cR

R(F(B)(x.y))
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Anwendung in der Bildverarbeitung

Erkennung typischer Bildeigenschaften,
z.B. GréBe, dominante Richtungen der Strukturen
Transformation eines (Gesamt-)Bildes B in drei Schritten:
1. Fourier-Transformation C = F(B) € CP*®
2. Anderung der Fourier-Transformierten zu C’
(z.B. Léschen von Teilbildern)
3. inverse Fourier-Transformation B’ = F~1(C’)
Kanten-Betonung durch Entfernen (Wert — 0) niedriger
Frequenzen (um Ursprung)
Glattung durch Entfernen (Wert — 0) hoher Frequenzen
(entfernt vom Ursprung)
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Transformationen im Frequenzraum

punktweise Transformation f : pos — C der Werte der
Fourier-Transformierten C € CP°®
durch Multiplikation mit einer Funktion f : pos — R

Beispiel ( mit Abstand d, z.B. d(u, v) = VU2 + v2):
Tiefpass mit Schwellwert (Cut-Off-Frequenz) 6 € R

1 ,fallsd(u,v) <6
0 sonst

fT(@)(Uv V) = {

Glattung, aber Ringing-Artefakte méglich
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Mehr Beispiele

Hochpass mit Schwellwert (Cut-Off-Frequenz) 6 € R

0 ,fallsd(u,v) <6
Pro) (U: V) = { 1 sonst

Hervorhebung von Kanten
Bandpass mit Schwellwerten 64,6, € R

1 ,falls 91 < d(U, V) < 92
fB(01 ,02)(u7 V) = { 0 sonst

Bandstop (analog) mit Schwellwerten 64,6, € R
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Vermeidung von Ringing-Artefakten
Idee:
Wert (Amplitude) bei steigenden / fallenden Frequenzen stetig
(statt stufenférmig) andern
Beispiel: Butterworth-Filter
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Ziel: Bildtransformationen im Ortsraum

Transformation des Bildes B € colP® in drei Schritten
1. Fourier-Transformation F(B) = C € (P8

2. Anderung der Fourier-Transformierten C € CP°S durch
Multiplikation mit einer Funktion #’:

Y(u,v) € pos : C'(u,v) = F(B)(u,Vv) - H(u,v)
3. inverse Fourier-Transformation (mit /' = F(h))
B'(x,y) = F~'(F(B)- F(h)(x.y)
ersetzen durch
eine Operation im Ortsraum h : colP®® — colP°® mit

VB € colP® V(x,y) e pos:  h(B)(x,y) = F~1(F(B)-F(h))(x,y))



Faltungssatz

Wiederholung: Faltung f « g der Funktionen
f,g:{0,...,m—1} x{0,...,m—1} — R ist definiert durch
V(px,py) €1{0,...,m—1} x{0,...,m—1}:

(f * 9)(Px. Py) = Z Z f(ox — X, Py — ¥)9(X,¥)

X=—00 y=—00
(assoziativ, kommutativ, linear)
Es gilt der Faltungssatz:
vf,g : pos — col:
V(px, py) € pos : F(f = g)(px, py) = F(f)(pPx, Py) - F(9)(Px, Py)

Faltung im Ortsraum entspricht Multiplikation im Frequenzraum
also VB : pos — col Vh : pos — R V(px, py) € pos :

F(Bx h)(px, py) = F(B)(px; Py) - F(h)(Px, py) = (F(B) - F(h))(px, Py)
und damit VB : pos — col Vh: pos — R
(Bx h) = F~'(F(Bxh)) = F'(F(B) - F(h))

also Ziel erreicht: Faltung B * h ersetzt die Operation (drei Schritte)
F='(F(B) - F(h)) : colP®® — colP*®
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Lineare Filter

[e.9] o0

(Bxh)(px.py) = > > Blox—x,py — y)h(x,y)

X=—00 y=—00

mit Koeffizienten h(i, j)

haufiger Spezialfall:

» Koeffizienten h(x, y) verschwinden mit gréBerem Abstand
von (0, 0), und auBBerhalb eines Bereiches
(x,y) € {—k,...,k}2gilt h(x,y) =0

» Angabe von h auf dem (quadratischen) Ausschnitt
(i,j) € {—kK,...,k}? als (2k + 1) x (2k + 1)-Matrix gentgt
Filterkern, Filtermaske, Filtermatrix, Faltungskern
(zentriert um Ursprung, oft symmetrisch)
dargestellt als Funktion h : pos’ — R mit
pos’ = {—k,...,k}> > R
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Lineare Filter
Faltung von Bild B : pos — col mit Filtermatrix

h(—k,—K) ... h(—k,0) ... h(—k, k)
h=| hO,—k) ... h0,0) ... hO.kK
hk,—k) ... h(k,0) ... h(k.k)
transformiert jeden Wert B(x, y) zu
(Bih(xy) = 3 3 Blx—iy—-phiiJ)
—k—ooj;—oo
= 33 Bx— iy — ph(—i,—))
i=—k j=—k
n—>:l) k k
=N N B(x+ i,y + f)h(—i,—)
i=—k j=—k

(gespiegelte Filtermatrix)
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Lineare Filter — Beispiele
Glattungsfilter (3 x 3) mit normalisierter Filtermatrix, z.B.

AN L (010
heox =g | 1 1 1 hoe=g | 1 11
11 1 010

1 1 2 1 " 3 5 3
hein = % 2 4 2 hcauss = 5 5 85
1611 21 0\s5 3

Differenzenfilter (5 x 5) mit normalisierter Filtermatrix, z.B.

0 0 -1 0 0
0 -1 -2 -1 0
Plapace = | -1 —2 16 —2 —1
0 -1 -2 -1 0
0 0 -1 0 0
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Lineare Filter
Faltung von Bild B : pos — col mit (3 x 3)-Filtermatrix

(h(—1,—1) h(—1,0) h(—1,1))

h=| h0,—1) h0,0) h(0,1)

transformiert jeden Wert B(x, y) zu

B(x.y)=Y_ > Bx+iy+jh(~i,—))

i=—1j=—1

gewichtete Summe aller Bildpunkte im Bereich
(x—1,x,x+1)x(y —1,y,y + 1) (lineare Operation)

meist normalisierte Filtermatrizen h mit Zf‘:_k Z]’f:_k h(i,j) =1
Normierung (fir Beispiel k = 1):

1 h(_1a_1) h(_170) h(_171)
T T — h(0,—1) h(0
ic—k 2je—i (i f)

h(
h(1,-1)  h(
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Faltung am Bildrand

k k
B(x.y)= 3 3 B(x+iy+)h(~i,—j)

i=—k j=—k

Problem:

>

>

an Randpunkten (x, y) hangt B'(x, y) von Werten B(x’, y’) an
Positionen (x’, y’) & pos ab.

B(x', y’) ist dort nicht definiert.

mdgliche Lésungen:

>

>
>
>
>

A2

Randbereiche nicht filtern (Werte B(x, y) bleiben)

spezielle Rand-Filtermasken

konstante Fortsetzung auf Positionen auf3erhalb pos
schwarzer Rand (Zero-Padding): ¥(x, y) € pos : B(x,y) :=0

gespiegelter Rand: V(x, y) € pos : B(x,y) := B(—x, y)
(bzw. einem der Werte B(—x, y), B(—x, —y), B(x,—Y))

periodisch fortgesetzte Werte
Interpolation
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Filter zur Kantenverstarkung
Ziel: Unterschiede zwischen benachbarten Pixeln verstarken

(positive und negative Koeffizienten, Summe aller Koeffizienten = 0)

Beispiele:
Roberts-Operator: 1 0 und 0 1 (Summe)
0 -1 -1 0
1 1 1 -1 0 1
Prewitt-Operator: h: 0O 0 O vif =1 0 1
T - -1 0 1
1 2 1 -1 0 1
Sobel-Operator: h: 0O 0 O vi| -2 0 2
-1 -2 -1 -1 0 1

-1 -1 —1
Differenz-Filter: —1 8 -1

116



Nichtlineare Filter

Funktion f : col”®® — colP®® mit
V(x,y) € pos: f(B)(x,y) =f(B(x —k,y — K),...,B(x+ K,y + k))

nicht durch Faltung mit einer Matrix (lineare Funktion) gegeben,
sondern nichtlinear

Beispiele: Rangordnungsfilter

Minimum:  f(B)(x,y) = min{B(x—Kk,y —k),....B(x+k,y+ k)}
Maximum: f(B)(x,y) = max{B(x —k,y —k),...,B(x+k,y +k)}
Median: f(B)(x,y) = med{B(x —k,y —k),...,B(x+ k,y + Kk)}

gewichteter Medianfilter, abhangig von Matrix h: {—k,... k}> = N,
Gewicht (i, j) bestimmt Anzahl der Vorkommen des Wertes
B(x + i,y + j) in der Medianliste
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